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En el numero 34 del Journal of Basic Sciences se presentan ocho contribuciones que
reflejan el caracter multidisciplinario de la revista, al abordar temas relacionados con
ingenieria y ciencias de materiales, ensefianza de las ciencias, farmacéutica, fisica y
matematicas. Desde sus respectivas areas, los trabajos emplean herramientas cientificas
para ampliar el conocimiento, fortalecer los procesos de ensefianza-aprendizaje y contribuir
a la solucién de problematicas de interés social, tecnolégico y académico.

El numero inicia con el articulo de Lopez-Zapata et al., en el que se evalla la corrosion
atmosférica del acero al carbono y cobre en el municipio de Cunduacan, Tabasco,
considerando la presencia de contaminantes atmosféricos asociados al entorno. Los
resultados destacan la importancia de fortalecer las estrategias de control de emisiones y
proteccion de materiales empleados en infraestructura industrial y residencial,
particularmente en regiones con actividad petrolera.

Posteriormente, se presentan dos contribuciones relacionadas con la ensefianza de las
ciencias. Perera Cortez et al. desarrollan y validan un prototipo didactico de un mecanismo
biela-manivela con corredera para la ensefianza de la cinematica en estudiantes de
ingenieria. El dispositivo integra teoria, simulacion y mediciones experimentales,
favoreciendo una comprensiéon mas interactiva de los conceptos estudiados. Por su parte,
Lopez-de Dios et al. analizan el uso y valoracion de herramientas informaticas por
profesores de la Licenciatura en Quimica de la Universidad Juarez Autbnoma de Tabasco
durante la transicidon hacia la ensefanza virtual ocasionada por la pandemia de COVID-19.
Sus resultados resaltan la necesidad de fortalecer no solamente las competencias técnicas
digitales, sino también su adecuada integracion pedagdgica en la ensefianza de disciplinas
experimentales.

En el area farmacéutica, Diaz-Martinez et al. comparan la ciclofosfamida y la bendamustina
para el tratamiento del cancer desde wuna perspectiva farmacoterapéutica vy
farmacoecondmica. El estudio considera eficacia, costos, reacciones adversas vy
disponibilidad de los medicamentos, proporcionando elementos para apoyar la toma de
decisiones clinicas. Los resultados muestran ventajas econémicas para la ciclofosfamida,
mientras que la bendamustina representa una alternativa cuando se priorizan aspectos
relacionados con tolerabilidad y seguridad.

Dentro del area de fisica, Rendon et al. estudian la variacion de la presion atmosférica con
respecto a la altura mediante modelos que incorporan un gradiente lineal de temperatura
en las ecuaciones de estado de los gases ideales y de van der Waals. Esta aproximacion
permite representar de manera mas realista el comportamiento de la atmdésfera terrestre y
explorar posibles comportamientos en Venus, Marte y Titan.

El numero incluye ademas tres contribuciones del area de matematicas. Balcazar-Araiza y
Ojeda presentan una generalizacién dentro del Calculo Fraccionario Multivariable mediante
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la definicion y anadlisis de integrales y diferenciales de Riemann-Liouville de tipo (a, k, P),
estableciendo propiedades y teoremas fundamentales asociados a estos operadores.
Toledo et al. desarrollan un método numérico basado en elementos finitos para resolver
ecuaciones diferenciales unidimensionales que involucran la derivada conformable,
ofreciendo una herramienta para la aproximacion eficiente de este tipo de problemas.
Finalmente, Remigio-Juarez et al. presentan una introduccion a los complejos de Vietoris-
Rips y a la homologia persistente, incluyendo el uso de diagramas de persistencia y
herramientas computacionales en Python para el analisis de conjuntos de datos, con
posibles aplicaciones en diversas areas cientificas.

De este modo, el numero 34 del Journal of Basic Sciences reune investigaciones vy
contribuciones académicas que muestran la diversidad de enfoques de las ciencias basicas
y sus aplicaciones. En conjunto, los articulos fortalecen la difusion y divulgacion del
conocimiento cientifico y buscan generar impacto en los ambitos regional, nacional e
internacional.
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Corrosion del cobre y el acero en condiciones atmosféricas

Corrosion of Copper and Steel Under Atmospheric Conditions

Lépez-Zapata, O. A.""), Del Angel-Meraz, E.""), Corvo-Pérez, F.E*", Valdés-Clemente, C. S.}
!Universidad Judrez Auténoma de Tabasco, Division Académica de Ingenieria y Arquitectura Posgrado en Ciencias en
Ingenieria, Carretera Cunduacan-Jalpa km.1. Col. La Esmeralda, Cunduacan, Tabasco, México.
2Universidad Auténoma de Campeche, Centro de Investigacion en Corrosion, Av. Héroe de Nacozari 480, Chind, Campeche,
Meéxico.
3Centro Nacional de Investigaciones Cientificas (CNIC). Avenida 25, Esquina 21-A, No. 15202, Cubanacdn, Playa, La Habana,
Cuba.

*ebelia.delangel@ujat.mx

Resumen

La investigacion se realizo en entorno rural-urbano con el objetivo de evaluar la corrosion
atmosférica de acero al carbono y cobre. Para determinar la categoria de corrosividad del ambiente,
se utiliz6 la norma ISO 9223. Los contaminantes atmosféricos se determinaron de acuerdo con las
metodologias y protocolos descritos en la norma ISO 9225, utilizando el método de vela humeda
para medir los iones cloruro (CI') y el plato de sulfatacion para detectar el dioxido de azufre (SO>).
Los resultados indica que el contaminante SO se clasifica dentro de los parametros Py a P1, lo que
indica niveles de potencial corrosivo bajos, mientras que al contaminante CI” se le asigna un indice
de agresividad de S,, reconocido como alto. En cuanto al categoria de corrosividad de los materiales
en el ambiente de estudio, el acero al carbon mostrd una clasificacion C, definida como baja, el cobre
categoria C, interpretada como muy baja.

Palabras claves: agresividad atmosférica, contaminantes, corrosion, metales, Normas 1SO

Abstract

The research was carried out in a rural-urban environment with the aim of evaluating the
atmospheric corrosion of carbon steel and copper. To determine the corrosivity category of the
environment, the ISO 9223 standard was used. Air pollutants were determined according to the
methodologies and protocols described in ISO 9225, using the wet sail method to measure chloride
ions (CI) and the sulfation dish to detect sulfur dioxide (SOz). The results indicate that the pollutant
SO, is classified within the parameters P to Pi, indicating low levels of corrosive potential, while
the pollutant CI" is assigned an aggressiveness index of S,, recognized as high. Regarding the
category of corrosivity of the materials in the study environment, carbon steel showed a C,
classification defined as low, copper category C; interpreted as very low.

Keywords: atmospheric aggressiveness, pollutants, corrosion, metals, ISO Standards
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1. Introduccion

La corrosion se puede definir como un proceso que conduce al deterioro gradual de las aleaciones metalicas
como consecuencia de su exposicion de las condiciones atmosféricas. Este proceso se inicia cuando se
forma una fina pelicula de humedad en la superficie del metal, creando asi un entorno propicio para las
reacciones electroquimicas que aceleran la degradacion del material [1], [2]. El acero al carbono y cobre,
se utilizan con frecuencia en la construccion y el mantenimiento de proyectos de infraestructura tanto
industriales como residenciales. Es imperativo reconocer que cada material posee una vida util
intrinsecamente, que estd sujeta a la a una multitud de pardmetros ambientales, que ocasionan la
corrosividad atmosférica de estos materiales. Las causas de este deterioro pueden provocar importantes
pérdidas financieras a largo plazo, atribuibles principalmente a la necesidad de realizar reparaciones
continuas o de reemplazar por completo las estructuras y los componentes corroidos [3]. Dado que las tasas
de corrosion estan profundamente influenciadas por los factores climaticos, cualquier alteracion del clima
global de la Tierra, en particular las asociadas al aumento de los niveles de temperatura y humedad, es
probable que dé lugar a una tasa acelerada de degradacion de los materiales y un mayor deterioro de los
edificios y la infraestructura.

Es fundamental reconocer que incluso las fluctuaciones mas pequefias en las variables experimentales
pueden ejercer una influencia sustancial tanto en la velocidad como en el alcance de los procesos de
corrosion, lo que vuelve alin mas complejas las interacciones del proceso. Factores como: los niveles de
humedad, las precipitaciones, la duracion de la presencia de humedad (tiempo de humectacion- TdH) y la
presencia de ciertos contaminantes, principalmente los cloruros y los sulfatos, pueden actuar en conjunto
para acelerar significativamente la velocidad de corrosion de varios materiales. Ademas, estos parametros
climaticos estan sujetos a modificaciones en funcion del contexto ambiental especifico en el que se
encuentran los materiales, ya sea que ese ambiente se caracterice por ser un entorno marino, las
caracteristicas mixtas de los paisajes urbanos y rurales o los entornos mas controlados de las zonas
industriales. En el contexto de México, cabe destacar que los modelos no lineales empleados en los estudios
de corrosion se centran en tres factores criticos: la humedad, la temperatura y la concentracion de cloruros
en la atmosfera, eestos parametros son reconocidos internacionalmente como los mas influyentes en la
degradacion de materiales metalicos expuestos al ambiente.

La humedad relativa y la temperatura determinan el tiempo de humectacion (TdH), parametro fundamental
para la formacion de electrolitos superficiales que facilitan las reacciones electroquimicas [4]. Una
humedad relativa por encima de 80 % y temperaturas moderadas incrementan significativamente la
velocidad de corrosion en aceros al carbono y otros metales. La temperatura, por su parte, influye tanto en
la cinética de las reacciones corrosivas como en la evaporacion del electrolito superficial. En climas
tropicales, como los de la costa del Golfo de México, temperaturas elevadas combinadas con alta humedad
intensifican los procesos de corrosion [5].

Finalmente, la concentracion de cloruros en la atmosfera, derivada principalmente de la proximidad al mar
y de aerosoles salinos, es un factor determinante en la agresividad ambiental. Los cloruros desestabilizan
las capas pasivas y promueven la formacion de productos de corrosion poco protectores, aumentando la
tasa de ataque [6], [7]. En México, la aplicacion de estos modelos permite clasificar zonas en categorias de
agresividad de C; a Cx [4], optimizando la seleccion de recubrimientos, materiales y estrategias de
mantenimiento preventivo para infraestructura metalica. Si existen modelos no lineales especificos
desarrollados exclusivamente para México; sin embargo, se emplean adaptaciones locales de los modelos
internacionales para reflejar las condiciones climaticas y de contaminacion propias de cada region.
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El municipio de Cunduacéan, Tabasco, combina la interaccion de la presencia de los contaminantes de
cloruro de sodio (NaCl) provenientes de la cercania con el Golfo de México, el dioxido de azufre (SO»),
generado por el trafico vehicular, y las emisiones de gases industriales, debido a la actividad en materia de
hidrocarburos que se realiza en los alrededores y los factores meteoroldgicos (humedad relativa y
temperatura)[8], [9].

La gran mayoria de las construcciones se han planificado y ejecutado meticulosamente bajo el supuesto de
que las condiciones climaticas actuales y futuras se pareceran mucho a las que se han observado
histéricamente. Sin embargo, es de suma importancia reconocer que pocas de estas construcciones han
considerado adecuadamente la vulnerabilidad inherente de la planificacion y el disefio de la infraestructura
civil a los efectos multifacéticos del cambio climatico [10].

Las iniciativas de investigacion que se han llevado a cabo sobre la corrosion atmosférica en el estado de
Tabasco, no han correlacionado el impacto del cambio climatico con las tasas de corrosion de los materiales
y la deposicion de contaminantes, que son dos fenomenos que estan estrechamente relacionados, y una
comprension mas profunda del clima y sus consecuencias asociadas tiene el potencial de mejorar
significativamente el disefo y la resiliencia de los nuevos desarrollos de infraestructura. Cabe destacar que
el estado de Tabasco ha sido clasificado en el Atlas Nacional de Riesgos por presentar un alto grado de
vulnerabilidad a los efectos adversos del cambio climdtico [11], y la naturaleza corrosiva del medio
ambiente en este Estado estd muy influenciada por su proximidad geografica al Golfo de México, ademas
de la presencia de areas significativamente industrializadas que contribuyen a la corrosividad general del
medio ambiente.

2. Metodologia Experimental

2.1 Localizacion de la estacion de ensayo

El sitio del ensayo se coloco en la azotea del edificio del Centro de Investigacion de Ciencia y Tecnologia
Aplicada de Tabasco (CICTAT), ubicado en el municipio de Cunduacan, Tabasco. En la Figura 1, se
observa el mapa del municipio de Cunduacén, la estacion del ensayo se sefiald con el punto rojo y las x
representan la ubicacion de centros de procesamiento de hidrocarburos. Se utilizoé un rack para el ensayo
de los metales a la exposicion atmosférica, de acuerdo con las especificaciones de la norma ASTM-G5010.

Figura 1. Localizacion del rack de exposicion

En la Figura 2, se muestra el rack donde se expusieron las probetas rectangulares de acero al carbono y
cobre con dimensiones de 20 mm x40 mm x 1| mm en un angulo de 45° en el marco y separadas por
aisladores plasticos (para esto se utilizaron remates comerciales como se sefiala en la Figura) segtn las
normas ISO 8565[12] y se sometieron a un afio de exposicion atmosférica. se ubicaron dispositivos de plato
de sulfatacion y vela himeda para determinar los contaminantes dioxido de azufre y iones cloruros, cuyas
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tasas de deposicion se calcularon siguiendo la norma ISO 9225 [13]. Estos dispositivos se expusieron al
mismo tiempo que las probetas del ensayo y fueron analizados y reemplazados cada mes.

Marco de
exposicion de velas
himedas y platos
de sulfatacién

Remales plasticos
comerciales

Cargas de concreto
Captadores
agua de lluvia

Figura 2. Rack de exposicion de las probetas
2.2 Calculo de Tiempo de humectacion y deposicion de contaminantes

Los datos meteorologicos temperatura (T), humedad relativa (HR), para la estimacion del tiempo de
humectacion mediante el complejo T-HR se tomaron de la pagina de la CONAGUA[14] especificamente
de la estacion meteoroldgica de Cunduacan. Posteriormente para calcular el tiempo de humectacion en
GNU Octave, se parte del criterio definido en ISO 9223, que establece humectacion cuando la humedad
relativa supera 80 % y la temperatura en el rango 0-25 °C. El script primero importa datos climaticos
(temperatura y humedad relativa horaria) desde un archivo de Excel. Posteriormente separan las columnas
de temperatura y humedad y se genera una variable l6gica que identifique las horas que cumplen las
condiciones de humectacion. Con la funcion sum se cuentan los intervalos validos para obtener el nimero
total de horas de humectacion. El resultado que muestra la pantalla se exporta a otro archivo.

2.3 Estimacion de la velocidad de corrosion

Para estimar la velocidad de corrosion, se realizaron retiros de las muestras de metal (acero y cobre), en
periodos de tres meses, es decir, en cuatro periodos durante un afio. Para determinar la pérdida de masa se
utilizé la Norma ISO 8704, para la remocion de los productos de corrosion mediante limpieza quimica, por
lo que se realizaron inmersiones sucesivas de cada probeta en las soluciones descritas en la Tabla 1, (se
utilizaron tres probetas expuestas de cada material) a partir de las cuales se realiz6 un registro de masa y
determinar la velocidad de corrosion por pérdida de masa.

El célculo de velocidad de corrosion se realizo utilizando la ecuacion 1 dada por la norma ISO 9226:2012:

, _ Am
T corr = Axprt (1)

Donde:

T’ corr: velocidad de corrosion (pm/a)
Am: pérdida de masa del metal (g)

A: 4rea de metal expuesta (m?)

p: densidad del metal expuesto (g/cm?)
t: tiempo de exposicion (afios)
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Tabla 1. Soluciones para limpieza quimica de acuerdo con la Norma ISO 8704

T t
Material Chemical Tiempo em?oeé;l ura
Acero 500 ml de acido clorhidrico (HCL, p=1,19 g/mL) 10 min 20a25
3,5 g hexametilentetramina
Agua destilada hasta completar 1000mL
Cobre 50 g de 4cido sulfamico 5 min 20a25

Agua destilada hasta completar 1000 mL

3. Resultados

3.1 Tiempo de humectacion

En la Figura 3, se muestra el TdH mensual (barras grises), y el TdH acumulado (linea negra con puntos)
para obtener el TdH anual. El monitoreo del TdH anual, se obtuvo en 4 periodos: 1) de febrero — abril 2024,
fueron 216 h en febrero, 45 h en marzo, casi nulo en abril, febrero mostro el valor mas alto del periodo. 2)
De mayo a agosto 2024, a pesar de las lluvias ligeras, se mantuvo con valores de 1 a 17 h, esto indica que
la humectacion fue casi nula; 3) en el siguiente periodo de septiembre — noviembre 2024, hubo un
incremento con valor un de 14 h en septiembre, 121 h en octubre, y con valor de 58 h en noviembre; 4) de
diciembre 2024 — febrero 2025, fue el periodo mas critico del afo, diciembre con 220 h, 137 h en enero y
240 h en febrero, estos valores son altos, superando ampliamente el umbral de 100 h considerado como
critico de acuerdo a la Norma ISO 9223.

Con base en los resultados, el TdH para la atmdsfera de Cunduacan fue de 1085 h, en el rango de 1-240 =
118 horas. Cunduacan, Tabasco de acuerdo con la Norma ISO 9223:2012 tiene una categoria de agresividad
T3 basada en el tiempo de humectacion, lo que representa un entorno de moderada agresividad. Aunque los
valores de TdH no fueron altos, la persistencia de la humedad, principalmente en enero y febrero, donde
hubo aumento del TdH, incrementd los procesos corrosivos sobre los materiales [15].

En contraste con el TdH estimado por Del Angel et al. (2009) durante inicios del milenio, el TdH oscild
entre 4603-5741h en atmosfera urbana (Villahermosa, Tabasco), los valores calculados para Cunduacan,
Tabasco a un afio de monitoreo fueron de 1085 h, este dato resulta menos de la tercera parte de las horas de
humectacion reportadas para principios de los 2000 [17].

Durante este afio del estudio se observd que las temperaturas registradas fueron altas la mayor parte del
tiempo, en el rango de 17.2-42.5 °C, ocasionando la disminucion de los tiempos de humectacion estimados
para el ambiente de Cunduacan, Tabasco lo que revela en parte, el alcance del cambio climatico, principal
responsable de las alteraciones existentes en las frecuencia y duracion de los periodos humedos y secos
[18], relacionados con el aumento o disminucion de los niveles de humedad en algunas regiones [19].
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Figura 3. Tiempo de humectacion (TdH) calculado durante el periodo del ensayo

En la Tabla 2, se presentan algunas de las investigaciones mas recientes que reportan la estimacion del
tiempo de humectacion anual para distintas zonas, destacan la diferencia entre los tipos de atmosfera, y que
en las zonas marina se obtuvieron menores categorias de agresividad dada sus cercanias con la costa, sin
embargo, esta estimacion no tiene en cuenta la naturaleza de los materiales expuestos. La categoria de
agresividad de T3, con 1085 horas se acerca bastante a lo estimado por Tahandar y colaboradores en el 2022
para el sitio de Mandalay, Myanmar donde también se considera atmosfera urbana. [20] Por otro lado, [21]
reportaron un TdH categoria T3, pero para un ambiente marino con 2439 h, reflejando que la amplitud en
los rangos de asignacion de categoria de ISO es bastante amplia.

Tabla 2. Comparativa de las Categorias y TdH para Cunduacan y otros estudios

Referencia Tipo de Atmésfera TdH (horas/afio) Categoria
Urbana 4499 T4
2] Urbana Industrial 4743 T4
Urbana 5032 T4
Urbana industrial 4588 T4
Urbana 5532 T4
[20] Urbana 4002 T4
Urbana 1172 T3
[23] Marina 3344 T4
[24] Marina 2439 T3
Este trabajo Urbana-rural 1486 13

3.2 Deposicion de contaminantes

En la Figura 4, se muestra la variacion mensual de la velocidad de deposicion de iones cloruros
determinadas mediante los dispositivos de vela himeda expuestos. Las deposiciones mas altas de cloruros
ocurrieron durante febrero 2025, que present6 la mas alta deposicion (10.96 mg Cl/m?-dia), dado que la
fuente de cloruros suele ser la costa.
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En agosto de 2024 se registr6 una velocidad de deposicion de 5.06 mg Cl/m?-dia, a pesar de registrar una
baja humectacion (TdH=11 h), la alta carga de cloruros sugiere transporte por brisas salinas o vientos
marinos, tipicos de la region. Los meses de marzo (2.8 mg Cl/(m?-dia) y julio (2.7 mg Cl/(m*-dia),
obtuvieron una deposicion moderada mientras que de abril a junio y octubre a enero estuvieron en el rango
de 0.92 — 1.31 mg CI'/(m?-dia) que representa una deposicion baja. En octubre se registro el valor més bajo
(0.14 mg Cl/(m*dia), posiblemente asociado a las lluvias ocurridas que limpian la atmoésfera y baja
actividad de vientos. El promedio anual de velocidad de deposicion de iones cloruro fue de 17.19 £3.08 mg
CI''/ (m?-dia) con lo que se le asignd una categoria de agresividad S; con base en la clasificacion de la
Norma ISO 9223.

Velocidad de deposicién Cl° (mg/m?d)
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] _\__‘j.S
4
2/ 2.
2
92
'\\9

13

1.3

0.

5

g - 4

O R A R R
Mes
Figura 4. Variacion mensual de la velocidad de deposicion de cloruros (mg Cl!/(m?-dia))
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En la Figura 5, se presenta la velocidad mensual de deposicion de dioxido de azufre en la atmosfera,
obtenidas a través de los platos de sulfatacion expuestos en los diferentes meses. El mes con mayor
deposicion de SO, fue junio (8.61 mg SO»/m?*-dia) que coincide con un incremento en el tiempo de
humectacion. Seguido de enero (5.56 mg SO, /m?-dia). Los meses de mayo (5.26 mg SO./(m?-dia),
diciembre (3.8 mg SO,/(m?-dia), julio (2.74 mg SO, /(m?-dia) y octubre (2.22 mg SO»/(m?-dia) tuvieron
niveles moderados mientras que abril (1.12 mg SO»/m?-dia) y marzo (1.38 mg SO»/m?-dia) fueron los meses
con menor deposicion.

La velocidad de deposicion anual de este contaminante fue de 20.51 +2.41 mg SO»/m?-dia y con base en la
Norma ISO 9223 se asigna la categoria P; a la atmoésfera de estudio, con lo que se puede clasificar este
ambiente como urbano con baja agresividad. La interaccion entre los sulfatos y el acero provoca el
desarrollo de capas protectoras; sin embargo, en circunstancias especificas, como elevados porcentajes de
humedad como el caso de Cunduacan, y la precipitacion prolongada, asi como el pH de esta, pueden agravar
la corrosion al facilitar el desprendimiento de productos de corrosion que se forman sobre la superficie del
metal. La presencia de iones sulfatos sobre el acero, provoca principalmente corrosion localizada [25], [26].
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Figura 5. Velocidades de deposicion de sulfatos en el periodo marzo-septiembre

3.3 Velocidad de corrosion

En la Figura 6 se muestran las velocidades de corrosion de cada material expuesto en funcion del tiempo
de exposicion estimado a partir de la pérdida de masa por corrosiéon en cada periodo.

Se puede observar en la Figura 6a, que la velocidad de corrosion anual del acero al carbon fue de 2.0168
um/a. Se observa un aumento progresivo de la velocidad de corrosion hasta alcanzar un pico maximo (2.8
um/a) a los 6 meses. Posteriormente, hay una disminucion hacia los 9 meses, seguida de un nuevo
incremento a los 12 meses (2.0 um/a). En el caso del cobre, Figura 6b, la velocidad de corrosion fue de
0.0936 um/a, presentd una velocidad de corrosion muy baja (0.09 pm/a) durante los primeros 3 meses,
aumentando ligeramente hasta un valor maximo de 0.1 um/a, a los 9 meses, y luego decreciendo levemente
a los 12 meses hasta 0.0936 um/a.
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Figura 6. Velocidad de corrosion con respecto al tiempo de exposicion de los materiales; a) acero al carbon, b)
cobre
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Con base en los datos obtenidos, la Norma ISO 9223, permite asignar categorias de agresividad corrosiva
para cada metal, estas se muestran en la Tabla 3. Al acero al carbon se le asignd categoria C,, que
corresponde con una susceptibilidad baja a la atmosfera en este periodo de estudio debido a los cambios de
Temperatura y Humedad relativa del ambiente. En el caso del Cobre se asigna categoria C; que indica muy
baja agresividad del ambiente hacia este material en este periodo de estudio.

Tabla 3. Categorias de agresividad asignadas con base en la Norma ISO 9223

r(‘.(]l‘l‘

Material meal Categoria de agresividad
Acero al carbon  2.0168 C, Baja
Cobre 0.0936 C Muy Baja

El comportamiento de la velocidad de corrosion del acero al carbdon sugiere una etapa inicial de activacion,
seguida posiblemente por la formacion de productos de corrosion que temporalmente ofrecen una
proteccion parcial. Sin embargo, a los 12 meses, el aumento de la velocidad indica una ruptura o
desestabilizacion de dichos productos, favoreciendo la renovacion del proceso corrosivo.

En el caso del cobre, algunos investigadores coinciden que el cobre al ser expuesto comienza a formar capas
continuas de 6xido que incrementan su grosor conforme avanza el tiempo hasta formar una patina estable
que ocasiona que la velocidad de corrosion ocurra mas lenta [27], [28], [29]. Lo que se evidencia con el
incremento en las velocidades de corrosion entre los periodos de exposicion de tres meses, principalmente
debido al lavado de las capas pasivas de 0xido que el cobre tiende a formar cuando reacciona con el oxigeno
[30]. La velocidad de corrosion después de seis meses tiende a disminuir, a un mayor tiempo de exposicion
mas uniforme se vuelve la capa de productos de corrosion que evita el avance de la corrosion. El proceso
de corrosion se observd muy rapido en comparacion con las probetas de los otros metales, aunque es comiin
que con el paso del tiempo se formen de manera paulatina los productos de reacciones quimicas llevadas a
cabo sobre la superficie del metal y estas se manifiesten en primera instancia con cambios de coloracion
hacia un color que cambia con el tiempo de exposicion, para el caso del cobre, el proceso no suele ser tan
rapido a menos que sean expuestos a ambientes muy acidos o alcalinos [31]. Durante las primeras diez
semanas documentadas, se observd una accidon corrosiva fuerte sobre estas probetas, atribuible a la
susceptibilidad del cobre a compuestos como el SO», SOz, SO4 y HaS. Se atribuye el transporte de estas
emisiones debido a la cercania de complejos industriales (Bateria de separacion Cunduacan) que procesan
crudo para separar compuestos mas ligeros como el aceite y el gas natural, este procedimiento emplea
procesos fisicos como destilacion atmosférica [32] y destilacion al vacio que suele derivar en la emision de
gases con contenido de azufre de hasta 7%.

4. Conclusiones

La atmosfera rural-urbana de Cunduacan, presenta mayor influencia de contaminacién por iones cloruros
con categorias de agresividad moderada S». E1 SO, captado en la estacion de ensayo durante el tiempo de
estudio, presentd una categoria de agresividad de P; considerada como una atmésfera urbana. El analisis
del complejo Temperatura-Humedad relativa indicé que, para la atmdsfera de Cunduacan, Tabasco, 1085
horas fue el tiempo en el cual los materiales se mantuvieron con una pelicula de humedad, lo que propicia
su deterioro con agresividad 13 de acuerdo con la norma ISO 9223, como una agresividad moderada. El
cobre alcanzo una categoria de agresividad muy baja (C), con una velocidad de corrosion de 0.0908 um-a°
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!, durante el afio de exposicion. El acero al carbono obtuvo una velocidad de corrosion de 31.17_um-a™ que
corresponde a una agresividad atmosférica baja (C»), en el afio de exposicion.

Adicionalmente, los resultados obtenidos constituyen evidencia técnica relevante que permite inferir la
necesidad de fortalecer las medidas de control y gestion de las emisiones atmosféricas generadas por las
actividades petroleras localizadas en los alrededores del area de estudio. La presencia de una atmésfera con
influencia de iones cloruro, la captacion de SO: con caracteristicas propias de una atmoésfera urbana y la
permanencia prolongada de peliculas de humedad sobre los materiales expuestos, indican condiciones
ambientales que pueden verse potenciadas por fuentes industriales cercanas, como las operaciones
petroleras. En este sentido, la informacion generada puede ser utilizada como insumo para la construccion
de bases de datos ambientales y mapas de agresividad atmosférica, que describan espacial y temporalmente
los efectos de las emisiones sobre el entorno y los materiales expuestos. Este tipo de herramientas permitiria
identificar zonas con mayor vulnerabilidad, asi como respaldar técnicamente la implementacion de
estrategias de monitoreo continuo, prevencion y mitigacion, contribuyendo al disefio de politicas publicas
y normas orientadas a la proteccion ambiental y a la reduccion de impactos asociados a las emisiones
provenientes de actividades petroleras en la region.

Si bien el estudio se desarrolld bajo las condiciones y alcances establecidos, los resultados obtenidos
demuestran que los objetivos planteados fueron alcanzados, proporcionando una caracterizacion
consistente de la agresividad atmosférica en la zona de estudio durante el periodo analizado
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Diseiio educativo para la ensefianza de la cinematica de mecanismo
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Resumen

El presente documento presenta el disefio, construccion y manufactura de un prototipo didactico
de mecanismo biela-manivela con corredera controlable que nos permita visualizar y comprender
conceptos fundamentales de funcionamiento del mecanismo, asi como informacion en tiempo real
de la cinematica de sus nodos. A través de la base de datos generada por un sistema de
instrumentacion creado en LabVIEW, simulacion de movimiento del diseio CAD y el método
grafico poligono de velocidades, se encontr6 que la velocidad de nodo corredera coincide en los tres
métodos logrando asi un dispositivo que nos permite ofrecer un enfoque mas practico, en el desarrollo
de habilidades técnicas, resolucion de problemas de mecanismos en los alumnos de licenciatura en
mecatronica, mecanica e industrial.

Palabras claves: biela, manivela, cinematica, mecanismo, simulacion.

Abstract

This document presents the design, construction, and fabrication of a didactic prototype of a crank-
connecting rod mechanism with a controllable slider. This prototype allows us to visualize and understand
fundamental concepts of the mechanism's operation, as well as obtain real-time information on the
kinematics of its nodes. Through a database generated by an instrumentation system created in LabVIEW,
motion simulation of the CAD design, and the velocity polygon graphical method, it was found that the
slider node velocity is consistent across all three methods. This results in a device that offers a more
practical approach to developing technical skills and problem-solving abilities in mechanisms for
undergraduate students in mechatronics, mechanical, and industrial engineering.

Keywords: Connecting rod, crank, kinematics, mechanism, simulation.

Recibido: 29-octubre-2025, Aceptado: 12-julio-2026, Publicado: 31-agosto-2026
1. Introduccion

La necesidad de elementos didacticos se basa en la importancia de contar con herramientas efectivas que
faciliten la asimilacion de los principios de funcionamiento. En este sentido, el proyecto busca proporcionar
a los estudiantes una experiencia tangible y visualmente atractiva, que les permita observar de cerca el
funcionamiento y las interacciones de los componentes del mecanismo biela-manivela, que se puede definir
como un sistema de piezas mutuamente adaptadas que funcionan en conjunto. Disefiado para transmitir y
transformar movimientos que se pueden definir como cadena cinematica, contribuyendo a fortalecer su
comprension y retencion de conceptos tedricos asociados con la cinematica de mecanismos. Con ello se
pretende mitigar la dificultad de entender de los estudiantes conceptos complejos de cinematica,
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matematicas, procesos y conceptos de operacion a través de la creacion del dispositivo y la implementacion
de instrumentacion y control.

Los dispositivos didéacticos son herramientas educativas disefiadas especificamente para facilitar la
ensefanza y el aprendizaje de conceptos teoricos. Estos dispositivos proporcionan una experiencia practica
y tangible que permiten a los estudiantes interactuar con el contenido de forma activa. Segun Johnson
(2010) [1], los dispositivos didacticos ayudan a mejorar comprension, retencion y transferencia de
conocimientos. Varias teorias del aprendizaje apoyan la importancia de experiencia practica y aprendizaje
significativo. El enfoque constructivista, propuesto por Piaget [2], sostiene que el conocimiento es
activamente construido a través de la interaccion con el medio ambiente. Ademas, la de Kolb [3] La teoria
del aprendizaje experiencial enfatiza la Importancia de la experiencia directa en el aprendizaje proceso.

Se utiliza el disefio asistido por ordenador el cual segin Klockner y Jowers [4], el CAD se define como
"un sistema computacional que permite a los disefiadores crear, modificar y analizar representaciones de
objetos y sistemas, con el objetivo de facilitar la toma de decisiones en el proceso del disefo". Se
complementa con una simulacion de movimiento usando el software SolidWorks que segin Bechthold y
Maier [5], es "un analisis y el proceso de evaluacion que utiliza el ensamblaje digital de modelos para
simular el movimiento y las interacciones entre componentes en un entorno virtual". A través de la
simulacion de movimiento, los disefiadores pueden: identificar problemas potenciales, optimizar el disefio,
mejorar la eficiencia del movimiento y evaluar el sistema de rendimiento antes de la fabricacion.

Para la ejecucion del proyecto también implica la seleccion de sensores y actuadores adecuados, el disefio
de circuitos electronicos y ensamblaje, adquisicion de datos y sefiales de procesamiento, entre otros
aspectos. La instrumentacion se aplica en una amplia gama de industrias y campos, como la medicina,
ingenieria, investigacion cientifica e industrial, automatizacion, segiin Doebelin y Manik [6], la
instrumentacion se define como "el arte y la ciencia de medicion y control fisico y variables quimicas".

El principio de funcionamiento de la biela manivela con corredera se basa en la conversion de un
movimiento rotacional en un movimiento lineal. La manivela gira a una velocidad angular constante, lo que
provoca que la biela se desplace en un movimiento de vaivén. Este movimiento se transmite a la corredera,
que se desplaza de manera lineal, generando el trabajo deseado.

Barra de unidn

Biela Movimiento alternativo
Figura.1 Mecanismo biela manivela con corredera

2. Metodologia

En este proyecto la metodologia que se utilizo fue la comprension pedagogica, en el que, por medio de la
experimentacion, visualizacion y conceptos de ingenieria, los alumnos puedan comprender las
caracteristicas mecanicas y fisicas del mecanismo biela manivela con corredera. Las teorias estan basadas

https://revistajobs.ujat.mx
16



Perera-Cortez et al. Journal of Basic Sciences vol. 12 (34), p. 15-30, mayo-agosto 2026

en la comprension, estudio, solucién, pero lo mas importante en la asimilacion de lo que estd enseiiando
para obtener un conocimiento fiable.

El alumno tendra un proceso de aprendizaje en el cual se incluyeron el uso de dispositivos didacticos,
practicas, explicaciones tedricas y actividades de aprendizaje en estrategias pedagogicas en el que se
fomentan el anélisis, estudio y retencion de conocimientos. Los disefios de prototipos didacticos efectivos
requieren de una comprension, profunda de diversas teorias y practicas pedagogicas que planeen y tengan
un resultado de estrategia de ensefianza en este caso del prototipo didactico.

En el aprendizaje basado en proyectos ABP. Se utiliza una metodologia que involucra a los estudiantes en
proyectos reales o simulados en el cual se promueve la investigacion, la creatividad y la aplicacion practica
de conocimientos, en libros, teorias en revistas, documentales, disefios de algunos hechos de conocimientos
de alumnos, este enfoque se alinea a la pedagogia del disefio donde el estudiante de ingenieria participe
activamente con sus conocimientos para el disefio y creacion del proyecto de biela manivela con corredera.
También analiza los principios pedagogicos que pueden integrarse al disefio del prototipo didactico
formando un desarrollo didactico y critico en los estudiantes.

De igual manera en la metodologia de aprendizaje colaborativo nos dice que fomentar el trabajo en equipo
entre los alumnos para asi mejorar sus habilidades en el disefio del prototipo educativo, también hay una
parte importante para que el proyecto tenga éxito y buenos resultados, la colaboracion del docente, que en
este caso promoveran la reflexion y el analisis critico en las practicas pedagogicas, con sus aportaciones
tendran el trabajo de guiar a los alumnos y buscar tener buenos resultados en el proceso.

2.1 Disefio CAD del prototipo biela manivela con corredera

El prototipo didactico se diseiié tomando en cuenta el diagrama de posicion mostrado en la figura 2, donde
se consideran las medidas en mm. Donde se presentan los siguientes eslabones del mecanismo: manivela,
biela, corredera, guia y apoyo. Para posteriormente mediante el software SolidWorks realizar el disefio cad
de las piezas del mecanismo considerando a su vez la instalacion de sistema de instrumentacion.

Figura 1. Diagrama de posicion del mecanismo

Posteriormente, usando el diagrama de posiciéon se procedid a disefiar el prototipo del mecanismo, que
incluye los elementos anteriormente mencionados. El sistema fue considerado para manufacturarlo en una
impresion 3d con material ABS que por sus propiedades mecanicas tiene mayor resistencia a los esfuerzos
mecanicos de igual manera se tomo en cuenta el ensamblado por medio de tornillos de sujecion con tuerca.
La propuesta obtenida se presenta en la figura 3.
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Figura 2. Disefio CAD en SolidWorks.

En esta propuesta se realizo la digitalizacion a escala real de cada elemento lo que permitira realizar una
simulacién cinematica mediante el motor de simulacion Motion perteneciente a software SolidWorks que
proporciona resultados reales del comportamiento cinematico del mecanismo.

Como se observa en el diagrama de posicion (figura 2), la posicion de la manivela se encuentra un angulo
de 45° con respecto a la referencia horizontal, el cual servira para realizar los calculos pertinentes de la
cinematica del mecanismo ya que como recordaremos el método de analitico y grafico tradicional de los
mecanismos, se consideran instantaneos debido a que el analisis cinematico solo proporciona resultados en
la posicion que se describe en el diagrama de posicion.

2.2 Desarrollo del diseiio electronico del prototipo

En el desarrollo del disefio electronico del prototipo no solo permitira visualizar conceptos abstractos de
manera tangible, sino que también fomenta la interaccion directa con las herramientas tecnologicas
modernas, se integrardn componentes electronicos y mecanicos controlados mediante software
especializado como SolidWorks, LabVIEW y IDE. Para poder entender como funciona este mecanismo, es
fundamental visualizar y analizar su comportamiento en tiempo real, algo que se lograria mediante la
creacion de un prototipo que simule su operacion y control para diversos parametros del sistema, como la
velocidad y la posicion de la corredera. Para lo cual se decido implementar un sistema de instrumentacion
y control electrénico.

El motor que se eligio para el prototipo fue un motor encoder de 12V y 200 rpm. La seleccion de este motor
se basa en su capacidad para generar un par de torsion adecuado para mover el sistema mecanico, asi como
su velocidad de rotacion, que se ajusta a las necesidades del mecanismo biela-manivela. Para controlar el
motor de corriente continua en ambas direcciones de rotacion, se eligié el dispositivo electronico llamado
puente H. Para medir la posicion de la corredera a lo largo de su trayectoria, se incorpord un sensor TF
Luna, el cual es un sensor de distancia basado en tecnologia LIDAR. Este sensor fue seleccionado por su
alta precision y su capacidad para medir distancias de forma fiable, lo que resulta crucial para el monitoreo
del movimiento de la corredera en tiempo real.

Para coordinar las acciones de los diferentes componentes electronicos, se utilizd6 Arduino Uno. El sistema
cuenta con dos microcontroladores Arduino, uno es el encargado de controlar el motor encoder y el segundo
microcontrolador es el encargado en hacer el monitoreo a través de los sensores seleccionados.

Una vez que todos los componentes fueron disefiados, seleccionados y programados, el prototipo se
ensamblo y probo para verificar su funcionamiento. Se realizaron varias pruebas para evaluar la precision
del sistema, la velocidad de la corredera y la sincronizacion entre el motor y el sensor. Ademas, se ajustaron
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los parametros de control en LabVIEW para asegurar que el sistema respondiera de manera adecuada a las
sefiales de entrada.

2.3 Desarrollo de la interfaz en LabVIEW

Para la interfaz del proyecto se eligio el software LabVIEW de la marca National Instrument, como una
decision estratégica basada en las ventajas que este software ofrece para el analisis de sistemas de control
y adquisicion de datos, especialmente en un contexto educativo y experimental. En la figura 4 se muestra
el programa en el diagrama de bloques del software, para el control de velocidad del motor de la manivela.
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Figura 4. Programa de ejecucion de sistema de monitores en el software LabVIEW

LabVIEW permite a los usuarios centrarse en la resolucion del problema de manera mas directa sin tener
que lidiar con complicaciones de codificacion compleja o configuracion de comunicacion entre el hardware
y el software. El disefio de la interfaz final en LabVIEW se pens6 para ser claro, funcional y sencillo de
usar, con el fin de que tanto estudiantes como profesionales pudieran interactuar con el sistema y obtener
informacion precisa sin complicaciones (figura 5).
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Figura 5. HMIL

Una de las caracteristicas clave del disefio final fue la inclusion de herramientas que permiten realizar
analisis comparativos entre los resultados experimentales y los obtenidos a partir de los métodos
tradicionales de analisis graficos y analiticos. A través de la interfaz, el usuario puede visualizar los datos
experimentales y compararlos con las predicciones de los modelos teodricos, ya sea mediante la
superposicion de graficos o la visualizacion de desviaciones entre los datos, como se muestra en la figura
6.

Velocidad Lineal cmis velocidad Linesl [l l
jo.00

Velocidad

Tiempo

Figura 6. Diagrama de velocidad angular de la manivela

2.3.1 Arquitectura de conexiones del sistema embebido

Para la adquisicion de datos y el control del prototipo didactico, se integré un sistema embebido basado en
la placa de desarrollo Arduino Uno (microcontrolador ATmega328P). Este elemento actia como el nodo
central de interfaz entre los componentes electromecanicos, los transductores fisicos del mecanismo y el
software de supervision en LabVIEW. La interconexion de los componentes periféricos con el Arduino
Uno se estructurd de la siguiente manera:

e Subsistema de Alimentacion y Potencia: La placa Arduino Uno se energiza mediante el bus USB
conectado a la estacion de trabajo (5V CC). El accionamiento del mecanismo integra un modulo
Puente H alimentado por una fuente externa dedicada de 12V CC para energizar el actuador. Con
el objetivo de mitigar el ruido electromagnético y estabilizar las lecturas analdgicas y digitales, se
unificaron todas las lineas de tierra (GND) del Arduino, el Puente H y la fuente de alimentacion
externa en una referencia comun.

e Actuador (Motor con Encoder Integrado): El movimiento del eslabon motriz (manivela) es
generado por un motorreductor de corriente directa acoplado al Puente H. La tarjeta Arduino Uno
regula la velocidad angular enviando una sefial con modulacion por ancho de pulsos (PWM) desde
su pin digital 9 hacia la entrada de habilitacion (ENA) del controlador, mientras que el sentido de
giro se determina mediante estados logicos digitales desde los pines 8 (IN1) y 7 (IN2). Para la
retroalimentacion de la velocidad de entrada, los canales 16gicos A y B del encoder integrado en el
motor se conectaron a los pines digitales 2 y 3, aprovechando las interrupciones por hardware para
calcular las RPM de la manivela en tiempo real.

e Sensor de Distancia Laser (TF-Luna): Para registrar el desplazamiento y la posicion lineal de la
corredera de forma directa, se implementé un sensor LiDAR de tiempo de vuelo (ToF) TF-Luna,
posicionado de manera axial al movimiento del eslabon. Este dispositivo opera mediante el
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protocolo de comunicacion serial UART; para asegurar la correcta transmision de datos y evitar
conflictos con la comunicacion USB hacia LabVIEW, el pin de transmision (TX) del sensor se
acopld al pin digital RX (Pin 0) del Arduino, mientras que el pin de recepcion (RX) se conecto al
pin digital TX (Pin 1), operando bajo una tasa de baudios estandarizada. La etapa logica del sensor
se alimenta directamente desde la salida de 5V CC regulada por la placa Arduino.
En la Figura 7 se ilustra de manera esquematica la distribucion fisica de los conductores, las etapas de
control y potencia, los pines asignados y el flujo de sefiales del circuito electronico unificado.

Figura 7. Diagrama electronico del sistema embebido
2.4 Analisis cinematico por métodos graficos poligono de velocidades

En el analisis cinematico por método grafico poligono de velocidades se establecen dos analisis. La parte
escalar y la parte vectorial del problema. Para obtener una comparativa con el modelo simulado se
estableci6 la posicion instantanea en el diagrama de posicion en cual determina que la manivela se encuentra
posicionada a 45° (ver figura 2). Como se puede observar, el mecanismo queda definido en el diagrama de
posicion con los nodos A, B, C, D, donde se describe de manera muy clara tanto las dimensiones de los
eslabones, asi como la posicidon a analizar del mecanismo. Segun el analisis grafico como primer paso
determinaremos la velocidad lineal del eslabon AB ya que como dato conocemos que su velocidad angular
o =20 rpm con sentido a las manecillas del reloj.

Vp =Tgp * W (1)

Donde:

vy = Velocidad lineal de nodoB en "™/
Tap = Longitud del eslabon AB en mm

w = Velocidad angular de eslabon AB en 724/

Realizando las sustituciones correspondientes en la posicion de analisis podemos obtener las siguientes
respuestas.
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Vp = Tap * @ = 30 mm * 2.097a4/ . = 62.83MM/ )

Estableciendo las formulas escalares de las velocidades de los demas nodos podemos obtener las
siguientes formulas.

Ve = W2 *Tp¢ (3)

Analizando el mecanismo desde métodos de velocidades relativas y absolutas tenemos las siguientes
afirmaciones.

Vp = Vg t+vay, 4)
v, =V, + vey, (%)

Tomando en cuenta y analizando el diagrama de posicion la va es un nodo fijo por lo cual su
desplazamiento, velocidad y aceleracion es igual a cero. Mientras que la vb es una velocidad de es una
velocidad absoluta de nodo b que representa la velocidad lineal del nodo lo cual la formula vectorial es la
sumatoria del vector velocidad de a y el vector velocidad de b vista de a lo cual es una velocidad relativa o
aparente por lo cual tenemos la siguiente afirmacion.

vy = v, (6)

Deduciendo esta féormula y por estrategia numérica sabemos que la velocidad de b es una vector de tiene
direccion perpendicular al eslabon AB y que su magnitud segun los calculos escalares es de 62.83 mm/ s.
Con este dato podemos realizar el método grafico conocido como poligono de velocidad que se puede
visualizar en le figura 8

57.49 _|

Figura 3. Diagrama de posicion y poligono de velocidades.

Por lo cual determinamos que la velocidad es la corredera es igual a 57.49 mm/s. En la posicion de analisis
escogida en el diagrama de posicion.
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2.5 Modelado cinematico Analitico Nimeros complejos (Ecuacion de Cierre)

Para validar los datos vectoriales y de simulacion, se desarroll6 el modelo analitico del mecanismo biela-
manivela desasistido mediante el método de cierre de circuito en el plano complejo. El mecanismo cuenta
con una longitud de manivela r,;, = 30 mm , una biela 145 = 100 mm y un desplazamiento vertical de la

corredera situado a Smm por debajo del centro fijo de rotacion A(Y; = —5mm). La velocidad angular de
entrada se fijo en wyg = —20 RPM (sentido horario), equivalente a:
— —20 2 21 d
Wap = 0= 7 1@ /s

2.5.1 Analisis de posicion.
Ecuacion de cierre en nimeros complejos:
30e5° 4+ 100e'® = xc — 5i
Parte real imaginaria:
30 cos 45° + 100 cos ¢ = xc
30sin45° 4+ 100sin¢ = =5

Resolviendo para @:
V2 _ _
30 > +100sin¢ = =5 =21.21 4+ 100sin¢ = =5

—5—-21.21
sing = —Too - 0.2621 = arcsin(—0.2621) = arcsin(—0.2621) ~ —15.19°

Calculo de X_:
xc = 30c0s45° + 100 cos(—15.19°) = 21.21 + 96.48 = 117.69 mm
2.5.2 Analisis de velocidad.
Derivada de la funcién de cierre:
30iwABe™ + 100iwBC®"’ = xc

Parte real e imaginaria:

—30wABsin 45° — 100wBC(Csing = xc

—30wABcos45° — 100wBCcos¢p = 0

Calculo de wpc

_ 30wABcos45°
@rc = 100 cos ¢

Sustituyendo

wip=— =y ~ —1519%
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“BC= T100cos(—15.19°)  96.48

Célculo de X.:

Usando valores exactos:

Recalculando wg(:

Velocidad final:

3. Resultados

21 o
30 (— 7) cos45° 20 -0.7071 rad

21
X = —30 (—?) sin 45° — 100(0.460)sin(—15.19°)
Xc = 20m-0.7071 + 100 - 0.460 - 0.2621

mm
Xc = 4443 +12.06 = 56.49T

sing = 0.2621, cos ¢ = 0.965

_ 207 - 0.7071 0.460 rad
“BC = 100-0965 0 g

mm

~ 0.460 —
S

Se presentan los resultados obtenidos en la simulacion cinematica del software como se explico

anteriormente, el analisis de velocidad y aceleracion se realizd con respecto al nodo c. Con una posicion de

45° ya descrita anteriormente y con una velocidad de 20 rpm. Y la comparaciéon de los resultados en el

método numérico grafico y analitico, asi como en los resultados arrojados por el prototipo:
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Tabla 1. Resultados obtenidos por diferentes métodos del prototipo.

ORIGEN RESULTADO COMENTARIOS
Simulacion en ve =57.49 mm/s Al aplicar la simulacién de movimiento y
SolidWorks usando la analizar la cinematica de la corredera se
plataforma Motion obtuvo como comportamiento una onda

senoidal y la velocidad en la posicion de 45°
fue igual a las obtenidas en los métodos
analiticos y graficos.

Método Grafico ve =57.49 mm/s Al realizar el andlisis con un software CAD
para reducir los errores por trazos obtuvimos el
mismo resultado que en la simulacion.

M¢étodo analitico vc = 56.50 mm/s El margen de error se debe a usos de decimales
en la resolucion analitica

Prototipo vc =50.75 mm/s El margen de error. Se debe a las
instrumentado consideraciones de friccion y torque de motor.

3.1 Analisis estadistico y validacion dinamica del prototipo

Con el proposito de validar estadisticamente el comportamiento dinamico del prototipo didactico e
instrumentado frente a los valores tedricos obtenidos de las ecuaciones cinematicas de circuito cerrado y el
motor de simulacion fisica SolidWorks Motion, se ejecutd un protocolo riguroso de pruebas experimentales
secuenciales. Se llevaron a cabo un total de 30 experimentos de rotacion completos de la manivela (0 a
360°) bajo una velocidad constante de entrada de -20 RPM (2.094 rad/s), registrando de forma sincrona y
automatizada el perfil temporal de velocidad lineal de la corredera y, mediante el sensor LiDAR TF-Luna
y la interfaz en LabVIEW.

Para determinar la precision y el grado de correlacion del dispositivo fisico, se promediaron las lecturas
experimentales de los 30 ensayos y se contrastaron numéricamente contra la curva de simulacion continua
(exportada en intervalos de 0.0375 s). Evaluando el punto critico de control fijado a un angulo de posicion
de 8 = 45° el cual se alcanza cinematicamente en el tiempo t = 0.375 s el modelo analitico determind una
velocidad de 56.49 mm/s, la curva del simulador SolidWorks Motion registré 57.49 mm/s y el prototipo
fisico report6 un valor medio experimental de 50.75 mm/s (Tabla 2).

A partir de la poblacion completa de datos pareados a lo largo de todo el ciclo de movimiento, se aplicé un
analisis de regresion lineal simple. La relacion de correspondencia entre los vectores experimentales
medidos y los tedricos del simulador arrojé un coeficiente de determinacion R? = 0.9842. Este resultado
demuestra de manera cuantitativa que el prototipo fisico replica el modelo cinematico ideal con una
fidelidad del 98.42%, donde el pequefio porcentaje marginal restante (1.58%) se atribuye a efectos
friccionales no modelados en las guias de la corredera de manufactura aditiva y a minimas holguras
mecanicas en los pernos de articulacion.
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Finalmente, para asegurar la fiabilidad del sistema de instrumentacion y descartar sesgos sistematicos en el
sensor de distancia laser, se analiz6 la distribucion de los errores residuales del muestreo. Los residuos se
sometieron a una prueba de normalidad de Shapiro-Wilk con un nivel de significancia <= 0.05, arrojando
un valor de probabilidad p = 0.421 Al cumplirse rigurosamente que p > se acepta la hipotesis nula Hy,
demostrando matematicamente que los errores del prototipo siguen una distribuciéon normal con media
cercana a cero y varianza homogénea, validando plenamente el instrumento para su implementaciéon como
recurso didactico confiable en la ensefianza de la ingenieria mecatrdnica.

Tabla 2. Comparacion de resultados.

Angulo de la Tiempo de Velocidad analitica Velocidad Velocidad
manivela a simulacién s v, mm,/ SolidWorks experimental
L mm/s L mm/s
0 0 0 0 0
56.49 0.375 56.49 56.49 50.75
62.83 0.750 62.83 62.83 58.10

4. Conclusiones

El diseno del dispositivo, desarrollado mediante el software SolidWorks CAD, junto con los resultados
obtenidos en la simulacion cinematica (SolidWorks Motion), demostraron una coincidencia significativa
entre los datos teodricos y los valores experimentales, con un margen de error del 5% al 10%. Esta
concordancia valida la precision del modelo propuesto y su capacidad para representar fielmente el
comportamiento del mecanismo manivela-biela- corredera en condiciones reales.

Los resultados permitieron contrastar los métodos analiticos (graficos y matematicos) con los datos de
simulacion, confirmando que el dispositivo reproduce adecuadamente fenémenos clave como:

* La identificacion de puntos muertos (superior ¢ inferior).

* La determinacion de la velocidad maxima de la corredera.

* Lainversion de movimiento y su relacion con la cinematica del sistema.

Ademas, las graficas generadas en la simulacion presentaron una alta correlacion con los datos obtenidos
experimentalmente, lo que refuerza la confiabilidad del disefio y la metodologia empleada. Esta
consistencia entre teoria y practica no solo valida el modelo, sino que también facilita la comprension de
los principios fundamentales de la cinematica de mecanismos, permitiendo a los estudiantes visualizar y
analizar conceptos que, de otro modo, permanecerian abstractos.

Contribuciones principales:

*  Validacion del modelo CAD: El disefio en SolidWorks demostrd ser una representacion precisa del
mecanismo fisico, con resultados simulados muy cercanos a los teoricos.

* Herramienta didactica efectiva: El dispositivo permite una transicion clara entre teoria y practica,
reforzando el aprendizaje de conceptos como velocidades, aceleraciones y puntos criticos en
mecanismos.

*  Precision experimental: El margen de error reducido (5%-10%) confirma que la instrumentacion y
los métodos de medicion empleados son adecuados para este tipo de analisis.
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Figura 9. Controles de sistema LabVIEW
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Uno de los principales resultados es el sistema HMI que se desarrolld para el manejo del dispositivo
didactico el cual permite al usuario manejar la velocidad de motor que inyecta el movimiento de entrada al
mecanismo, que permite el funcionamiento de igual que nos muestra que comportamiento cinematico de la
corredera el elemento final, desplazamiento, velocidad y aceleracion.

Velocidad Lineal em/s velocdad Lineal [ |

2- -4%0

Velocidad

idad lineall (mmssec)

el
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Figura 10. Diagrama de velocidad.

En este diagrama se representa la velocidad de la corredera en tiempo real lo cual nos permite observar que
el mecanismo sufre variaciones de velocidad a lo largo de su desplazamiento experimentando velocidades
maximas hasta velocidades minimas iguales a cero que como ya se ha mencionado representa los puntos
muertos del mecanismo donde se realiza la inversion de movimiento.
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Figura 11. Diagrama de desplazamiento

En este diagrama obtenemos el comportamiento del desplazamiento de la corredera con respecto al tiempo
donde nos permite observar una sefial senoidal a diferencia de los diagramas obtenidos en la simulacién no
podemos observar el comportamiento puro ya que en las simulaciones se consideran condiciones ideales y
en la realidad hay factores como el torque, friccion y retraso de la sefial que no permite ello
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Figura 4. Prototipo Didactico Biela manivela con corredera.

Como resultado fundamental del proyecto de investigacion obtenemos el dispositivo didactico que nos
permite emular el comportamiento del mecanismo en tiempo real, y poder aterrizar los conceptos

fundamentales del funcionamiento

9. Roles de contribucion

ROL AUTORES(AS)
Conceptualizacion Miguel Angel Perera Cortez
Curacion de datos Wilberth Hidalgo Arcos

Analisis formal
Investigacion
Metodologia

Administracion del proyecto
Software

Supervision
Validacion
Escritura-borrador-original

Escritura-revision-edicion

Edgar Antonio Jacobo Cortés
Miguel Angel Perera Cortez

Miguel Angel Perera Cortez
Wilberth Hidalgo Arcos
Edgar Antonio Jacobo Cortés
Miguel Angel Perera Cortez
Miguel Angel Perera Cortez
Wilberth Hidalgo Arcos
Edgar Antonio Jacobo Cortés
Wilberth Hidalgo Arcos

Miguel Angel Perera Cortez
Edgar Antonio Jacobo Cortés

Nota. Taxonomia de roles de contribucion (CRediT)

https://revistajobs.ujat.mx
29



Perera-Cortez et al. Journal of Basic Sciences vol. 12 (34), p. 15-30, mayo-agosto 2026

10. Referencias

[1] Bechthold, M., & Maier, A. (2019). Simulation of Motion. En S. Ahuja (Ed.), SolidWorks 2019.

[2] Doebelin, E. O., & Manik, D. N. (2014). Measurement Systems: Application and Design. McGraw-Hill
Education.

[3] Johnson, D. W. (2010). Dispositivos didacticos. En M. L. Garcia Llamas, & A. Gil-Flores (Eds.),
Diccionario de la educacion (pp. 171-173). Ediciones Aljibe.

[4] Klockner, H. R., & Jowers, 1. (2015). Computer Aided Design. En 1. Herskovic (Ed.), Encyclopedia of
Human Computer Interaction (2nd ed.). Idea Group Reference.

[5] Kolb, D. A. (1984). Experiential learning: Experience as the source of learning and development.
Prentice-Hall.

[6] Piaget, J. (1977). El desarrollo de la inteligencia. Critica.

[7] Shigley, J. E., & Uicker, J. J. (2007). Teoria de Méaquinas y Mecanismos. McGraw-Hill Interamericana.
[8] Vygotsky, L. S. (1978). Mind in society: The development of higher psychological processes. Harvard
University Press.

[9] M. A. Perera-Cortez et al., "Prototype design education for the teaching of mechanism kinematics:

Application to the Scotch yoke mechanism," Journal Schools of Economic Thought and Methodology, vol.

7, no. 13, pp. 15-23, Dec. 2023. doi: 10.35429/JSETM.2023.13.7.15.23.

[10] M. A. Perera-Cortez et al., "Prototype design education for cinematic learning mechanisms:

Applications to the mechanisms to control crank with runner," Journal of Information Technologies, vol.

10, no. 29, pp. 19-27, Jun. 2023. doi: 10.35429/J1T.2023.29.10.19.27.

[11] M. A. Perera Cortez, R. C. Canto Canul, J. M. Duran Lugo, J. C. Canul Ek, and A. A. Vela Avila,

"Disefio y Estudio Cinematico de Prototipo Didactico de Mecanismo de Cuatro Barras," in Liderazgo con

Sello Mecatronico, A. Gastélum Barrios and J. E. Vargas Soto, Eds. México: Asociaciéon Mexicana de

Mecatrénica A.C., 2025, ch. 8, pp. 101-113.

https://revistajobs.ujat.mx
30



Vol. 12 (34), p. 31-47, mayo-agosto 2026,e-ISSN: 2448-4997
JOURNAL OF BASIC SCIENCES

Uso de herramientas informaticas en la enseiianza de la quimica universitaria
durante la pandemia de COVID-19

Use of Computer Tools in University Chemistry Teaching During the COVID-
19 Pandemic

Lépez-de Dios, C. del C."""', Montejo-Ramos, R."", Acosta-Pérez, L.1.
Division Académica de las Ciencias Bésicas, Universidad Judrez Auténoma de Tabasco.
*cristiandelcarmenlopezdedios@gmail.com

Resumen

La contingencia sanitaria por COVID-19 obligé instituciones de educacion superior a realizar
una transicion inmediata hacia modalidades virtuales, lo que represent6 un desafio particular para la
docencia en ciencias experimentales como la quimica. El objetivo de este estudio fue evaluar el nivel
de competencia y el uso de herramientas informdticas por parte del profesorado de la Licenciatura
en Quimica de la Universidad Juarez Auténoma de Tabasco durante dicho periodo. Se aplicé un
cuestionario estructurado a 14 docentes, cuyos resultados se analizaron de forma descriptiva. Los
hallazgos muestran que, aunque la mayoria manifestd competencias intermedias en herramientas
basicas de uso académico como son procesadores de texto, programas para elaborar presentaciones
y hojas de calculo, el manejo de software especializado en quimica, como simuladores y modeladores
moleculares, fue limitado. En cuanto a las plataformas educativas, Microsoft Teams destaco como la
mas utilizada para clases, mientras que Google Classroom y SEAD tuvieron una presencia menor.
Se concluye que el uso de TIC permitido mantener la continuidad académica, aunque mostré que es
necesario reforzar la capacitacion de los docentes en el uso de herramientas digitales aplicadas a la
ensefianza de la quimica.

Palabras claves: Herramientas informaticas, TIC, docencia universitaria, quimica, pandemia
COVID-19

Abstract

The COVID-19 health emergency forced higher education institutions to make an immediate
transition to virtual learning modalities, which posed a particular challenge for teaching experimental
sciences such as chemistry. The objective of this study was to evaluate the level of competence and the
use of computer tools among faculty members of the Bachelor’s Degree in Chemistry at the Universidad
Juarez Autéonoma de Tabasco during this period. A structured questionnaire was administered to 14
instructors, and the results were analyzed descriptively. The findings show that, although most
participants reported intermediate proficiency in basic academic tools such as word processors,
presentation software, and spreadsheets, their use of specialized chemistry software, including simulators
and molecular modeling programs, was limited. Regarding educational platforms, Microsoft Teams was
the most widely used for teaching classes, whereas Google Classroom and SEAD were used less
frequently. It is concluded that the use of information and communication technologies made it possible
to maintain academic continuity; however, the results also showed the need to strengthen faculty training
in the use of digital tools applied to chemistry teaching.
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1. Introduccion

La pandemia de COVID-19 modificé de forma repentina la dindmica de los sistemas educativos en todo el
mundo y llevo a las instituciones de educacion superior a adoptar, en poco tiempo, nuevas modalidades de
ensefianza hacia modalidades virtuales o semivirtuales. Este proceso, identificado como educacion remota
de emergencia, difiere de la educacion en linea tradicional debido a que su implementacion respondié a una
contingencia sanitaria sin una planificacion pedagogica previa ni una infraestructura completamente
desarrollada [3,9].

En el ambito universitario, el cambio hacia la ensefianza virtual planted dificultades importantes para las
disciplinas de caracter experimental, entre ellas la quimica. Su ensefianza suele apoyarse en practicas de
laboratorio, actividades experimentales y demostraciones presenciales, por lo que el traslado repentino a
entornos digitales no resultod sencillo. Esta situacion permitido observar que una parte del profesorado no
contaba con la preparacion tecnoldgica suficiente y que existian limitaciones en el manejo de herramientas
digitales que pudieran complementar o sustituir, al menos parcialmente, las actividades experimentales
[8,18].

Durante este periodo, las tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC) fueron indispensables para
mantener las actividades académicas. A pesar de ello, su uso también hizo visibles diferencias en el acceso
a internet, la disponibilidad de dispositivos electronicos y el nivel de competencias digitales del personal
docente [1,6,14]. Algunos estudios indican que el uso de procesadores de texto, plataformas de
videoconferencia y materiales audiovisuales se extendié de manera considerable. Sin embargo, continuaron
presentandose dificultades para incorporar programas especializados y estrategias didacticas mas adecuadas
para la ensefianza de las ciencias experimentales [2,8].

En el caso de la quimica, los simuladores virtuales, los programas de modelado molecular, las herramientas
de céalculo y otras plataformas especializadas pueden contribuir a representar fendmenos, estructuras y
procesos que no siempre es posible observar de manera directa. No obstante, su incorporacion a las clases
no depende Unicamente de que estos recursos estén disponibles. También requiere que el profesorado
conozca su funcionamiento, identifique su utilidad didactica y cuente con apoyo institucional durante los
procesos de adaptacion tecnologica [20].

A partir de este contexto, resulta necesario conocer la manera en que el profesorado universitario enfrentd
la transicion hacia la ensefianza virtual y el nivel de dominio que tenia sobre distintas herramientas
informaticas durante la contingencia sanitaria. Por esta razon, el objetivo del presente estudio fue analizar
el nivel de competencia y el uso de herramientas informaticas entre los docentes de la Licenciatura en
Quimica de la Universidad Juarez Auténoma de Tabasco durante la pandemia de COVID-19. Con ello se
busco reconocer las principales fortalezas y limitaciones, asi como las areas que requieren mayor atencion
para favorecer el desarrollo de competencias digitales aplicadas a la ensefianza de la quimica.

2. Planteamiento del problema

El paso repentino de las clases presenciales a los entornos virtuales dejo al descubierto diversas dificultades
en la educacion universitaria. Estas fueron mas evidentes en areas experimentales como la quimica, debido
a que una parte importante de su ensefianza se desarrolla mediante practicas, demostraciones y trabajo de
laboratorio [16]. En muchas universidades, la adaptacion se realizd sin una planificacion pedagogica
suficiente y con recursos tecnoldgicos limitados, lo que dificulto el trabajo cotidiano del profesorado [6].
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Ante la suspension de las actividades presenciales, las tecnologias de la informacion y la comunicacion
(TIC) permitieron mantener el contacto con los estudiantes y dar continuidad a los cursos. No obstante, su
aprovechamiento no fue igual en todos los casos. Las dificultades de conexion a internet, la falta de equipos
adecuados y la poca experiencia de algunos docentes en el manejo de recursos digitales redujeron las
posibilidades de utilizarlas de manera efectiva [5,15].

Los estudios realizados durante este periodo muestran que los docentes recurrieron con frecuencia a
herramientas conocidas, como procesadores de texto, programas para elaborar presentaciones y hojas de
calculo. En cambio, fue menos comun el uso de simuladores, programas especializados y plataformas
educativas con funciones mas avanzadas. Entre las principales causas se encontraron el limitado dominio
de estas tecnologias y la falta de orientacion o apoyo por parte de las instituciones [2]. Esta situacion tuvo
especial importancia en la ensefianza de la quimica, ya que explicar fendbmenos, representar estructuras
moleculares o sustituir determinadas experiencias de laboratorio requiere recursos digitales mas
especificos.

Lo ocurrido durante la contingencia también mostrdé que la formacion tecnologica previa del profesorado
era insuficiente para responder a un cambio de esta magnitud. Por ello, conocer qué herramientas utilizaron
los docentes y cual era su nivel de dominio permite reconocer las capacidades que ya habian desarrollado,
asi como las dificultades que enfrentaron. Este analisis puede servir como base para disefiar programas de
capacitacion acordes con las necesidades de la enseflanza de la quimica y mejorar la preparacion
institucional ante futuros modelos educativos hibridos o virtuales.

Ante este escenario, surge la necesidad de dar respuesta a la siguiente pregunta de investigacion:

(Cudl es el nivel de competencia y el uso de herramientas informaticas del profesorado de la Licenciatura
en Quimica de la Universidad Juarez Autonoma de Tabasco durante la pandemia de COVID-19?

3. Metodologia Experimental

Este estudio tuvo como objetivo analizar el nivel de competencia y el uso de herramientas informaticas por
parte del profesorado de la Licenciatura en Quimica durante la pandemia de COVID-19, a través de un
enfoque cuantitativo. De acuerdo con Hernandez-Sampieri y Mendoza [12], la investigacién cuantitativa
permite recolectar datos para describir fendmenos y establecer tendencias en una poblacion determinada.
Se adopto un disefio de tipo descriptivo y transversal, que permitié caracterizar las competencias digitales
de los docentes en un periodo especifico de tiempo.
Para recopilar la informacion se utilizé un cuestionario en linea elaborado en Google Forms. El instrumento
estuvo dirigido al profesorado de la Licenciatura en Quimica y permitid conocer tanto su nivel de
competencia digital como el uso que hizo de distintas herramientas informaticas durante el periodo de
educacion virtual ocasionado por la pandemia de COVID-19.
El cuestionario se estructurd en siete dimensiones:

1. competencias en herramientas basicas de uso académico;
uso de software especializado en quimica;
conocimiento y manejo de plataformas educativas;
utilizacion de recursos digitales para el aprendizaje;
percepcion del apoyo institucional y de la capacitacion recibida;
retos relacionados con la creatividad y la adaptacion de la practica docente; y

7. percepcion del aprendizaje y de las competencias digitales del estudiantado.
Los reactivos se plantearon mediante preguntas cerradas, escalas de frecuencia y opciones relacionadas con
el nivel de dominio de las herramientas tecnologicas. Para clasificar el nivel de competencia digital se
utilizaron las siguientes categorias:

AN
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e Novato

o Competente

e Avanzado

¢ [Experto
las cuales fueron definidas en funcion del grado de manejo, frecuencia de uso y capacidad de integracion
pedagogica de las herramientas digitales evaluadas.
Antes de su aplicacion, el cuestionario fue revisado mediante juicio de expertos. En este proceso
participaron académicos con experiencia en educacion superior y competencias digitales, quienes evaluaron
la claridad de las preguntas, su pertinencia y la relacion entre los reactivos y los objetivos del estudio. A
partir de sus observaciones se realizaron los ajustes necesarios en la redaccion y organizacion del
instrumento.
La poblacion de estudio estuvo integrada por docentes adscritos a la Licenciatura en Quimica de la
Universidad Juarez Auténoma de Tabasco. De este grupo participaron 14 profesores, seleccionados
mediante un muestreo no probabilistico de tipo intencional. Para formar parte del estudio debian haber
impartido clases durante los ciclos escolares 2020-2, 2021-1 0 2021-2, contar con experiencia basica en el
uso de plataformas digitales y aceptar participar de manera voluntaria. Se excluyeron los casos en los que
el cuestionario no fue contestado en su totalidad.
Si bien el tamafio de la muestra no permite realizar inferencias estadisticas generalizables, representa una
proporcion significativa del profesorado activo del programa académico analizado, permitiendo obtener
una caracterizacion descriptiva contextualizada del fendmeno estudiado.
El cuestionario fue distribuido electrénicamente durante el confinamiento sanitario. La participacion fue
voluntaria y se aseguro6 la confidencialidad de la informacion proporcionada. Los datos recolectados se
representaron mediante graficos de frecuencias y porcentajes, lo que permitio describir el nivel de dominio
en cada uno de los apartados mencionados. No se aplicaron pruebas estadisticas inferenciales, ya que el
objetivo del estudio fue exclusivamente descriptivo.

4. Resultados

Competencias en herramientas basicas de uso académico

Los programas informaticos fueron las herramientas de apoyo para cada uno de los profesores en el
desarrollo de las clases en linea, por ejemplo, los programas basicos que se pudieron haber aplicado para
un proceso base en la virtualidad son: el manejo de procesadores de textos, disefio de presentaciones y hojas
de calculo, para ello fue necesario conocer como cada profesor considera su manejo, los resultados se
muestran en la Figura 1.
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Figura 1. Manejo de programas informaticos

El anélisis de la Figura 1 evidencia que el profesorado de la Licenciatura en Quimica presenté un dominio
predominantemente ubicado en el nivel competente en herramientas basicas de uso académico,
particularmente en procesadores de texto y programas de presentacion. En ambos casos, el 50% de los
docentes se clasificod en este nivel, seguido de un 36% en nivel avanzado y un 14% en nivel experto.

Estos resultados sugieren que la mayoria del profesorado cuenta con competencias funcionales suficientes
para desarrollar actividades académicas en entornos virtuales; sin embargo, el porcentaje reducido de
docentes ubicados en niveles avanzados y expertos refleja limitaciones en el aprovechamiento especializado
de herramientas digitales con fines pedagogicos.

En el caso de las hojas de calculo, se observo una concentracién atin mayor en el nivel competente 79%,
mientras que los niveles avanzados 14% y experto 7% presentaron porcentajes considerablemente menores.
Este comportamiento puede estar relacionado con un uso orientado principalmente a funciones basicas de
organizacion y registro académico, mas que al analisis de datos o aplicacion de herramientas avanzadas.
En conjunto, los resultados permiten identificar que el profesorado logré adaptarse al uso funcional de
herramientas informaticas basicas durante la contingencia sanitaria; no obstante, persiste un area de
oportunidad en el fortalecimiento de competencias digitales especializadas que favorezcan una integracion
mas amplia de recursos tecnologicos en la ensefianza de la quimica.

Uso de software especializado en quimica

Abhora bien, con respecto al manejo de software especializado, existe un porcentaje muy alto que no los
usan a como se observa en la Figura 2.
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Figura 2. Manejo de software especializado por parte de los profesores

El analisis de la Figura 2 evidencié que una proporcion considerable del profesorado manifestdé un uso
limitado de software especializado aplicado a la ensefianza de la quimica, lo que representa una de las
principales limitaciones identificadas durante el proceso de virtualizacion académica.

Dentro de las categorias evaluadas se incluyeron herramientas relacionadas con simuladores virtuales de
laboratorio, modeladores moleculares y programas de representacion estructural utilizados en la ensefianza
de la quimica. Entre las herramientas especializadas que suelen emplearse en la ensefianza de la quimica se
encuentran ChemDraw, Avogadro y Spartan. Estos programas permiten representar estructuras, visualizar
moléculas y apoyar la comprension de distintos procesos quimicos mediante recursos digitales.

De acuerdo con los resultados, el mayor nivel de dominio se concentr6 en los programas utilizados para
representar estructuras quimicas, ya que el 64 % de los docentes indicod tener un manejo avanzado. La
situacion fue distinta en el caso de los simuladores de laboratorio, los modeladores moleculares y los
programas para trabajar con estructuras tridimensionales, pues mas de la mitad del profesorado sefalé que
no los utilizaba. Esto indica que, durante la pandemia, el uso de recursos digitales especializados se orientd
principalmente hacia herramientas de representacion visual, mientras que aquellas con mayor capacidad
para reproducir o apoyar determinadas actividades experimentales tuvieron una presencia limitada.

El escaso uso de simuladores virtuales constituye una dificultad importante para la ensefianza de una
disciplina experimental como la quimica. Estos recursos pueden ayudar al estudiantado a observar
fenomenos, interpretar procesos y desarrollar habilidades de analisis cuando no es posible trabajar
directamente en el laboratorio. En relacion con ello, [20] sefalan que los simuladores pueden favorecer
aprendizajes mas significativos, debido a que permiten interactuar con representaciones tanto visibles como
no visibles de las sustancias quimicas.

El uso reducido de software especializado también puede estar relacionado con diferencias en la
preparacion tecnologica del profesorado. Ademas de la formacion digital, pudieron influir otros factores,
como el acceso a los programas, el tiempo disponible para aprender a utilizarlos y el apoyo institucional
recibido durante la contingencia sanitaria.
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En conjunto, estos hallazgos evidencian que, aunque el profesorado logré mantener la continuidad
académica mediante herramientas digitales basicas, alin existen areas de oportunidad importantes en la
incorporacion de recursos especializados que fortalezcan la ensefianza virtual de la quimica.

Uso de plataformas educativas

Existen diversas plataformas educativas las cuales son utilizadas en forma de apoyo para el desarrollo
especialmente de clases virtuales hoy en dia, aunque para la UJAT la plataforma especifica recomendada a
utilizar en el periodo de virtualidad y facilitada a sus profesores y alumnos fue Microsoft Teams, es de
interés conocer que otras plataformas educativas conocen y que opinan de ellas los profesores a como se
muestra en la Figura 3.
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Figura 3. Conocimiento de plataformas educativas por parte de los profesores

De acuerdo con los resultados representados en la Figura 3, se observo que en la mayoria de las plataformas
evaluadas existioé un nivel variable de conocimiento y utilizacion por parte del profesorado. Durante el
periodo de virtualidad, la Universidad Judrez Auténoma de Tabasco implementé Microsoft Teams como
plataforma institucional para el desarrollo de clases en linea; sin embargo, los resultados muestran que los
docentes también recurrieron a otras herramientas digitales como apoyo complementario en sus actividades
académicas.

Entre las plataformas analizadas, Google Classroom destacé como una de las mas reconocidas por el
profesorado, ya que el 43% de los docentes la califico como excelente, otro 43% como regular y tnicamente
un 14% sefialé no conocerla. Este comportamiento sugiere que algunos docentes buscaron alternativas
adicionales que facilitaran la organizacion de contenidos y la interaccion con los estudiantes durante la
enseflanza virtual.

En contraste, plataformas como Mil Aulas presentaron un desconocimiento total entre los participantes,
mientras que el SEAD UJAT mostro6 niveles variables de conocimiento y aceptacion. Aunque esta ultima
correspondia a una plataforma institucional, el hecho de que un porcentaje importante del profesorado
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indicara no conocerla evidencia posibles limitaciones en los procesos de difusion, capacitacion o
integracion tecnoldgica durante la contingencia sanitaria.

En términos generales, los resultados reflejan que el profesorado tendid a concentrar el uso de plataformas
educativas ampliamente difundidas y de fécil acceso, limitando la diversificacion de entornos virtuales de
aprendizaje. Este comportamiento puede relacionarse con procesos de adaptacion acelerada y diferencias
en los niveles de alfabetizacion digital docente durante el periodo de educacion remota.

Recursos de aprendizaje

Con respecto al uso de recursos de aprendizaje, se sabe que existen recursos que son de mucho apoyo al
momento de llevar a cabo los cursos y que fueron fundamentales al momento de desarrollar las actividades
de manera virtual, como se muestra la Figura 4, donde se pueden encontrar algunos recursos de aprendizaje
y la opinion de los profesores con respecto a ello.
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Figura 4. Recursos de aprendizaje

La Figura 4 muestra que uno de los recursos digitales utilizados con mayor frecuencia por el profesorado
fueron las paginas web de centros de investigacion, reportadas por un 57% de los docentes como una fuente
recurrente de consulta, mientras que un 21% indico utilizarlas ocasionalmente y otro 21% como fuente
principal de informacion. Este comportamiento sugiere una tendencia hacia la busqueda de recursos
académicos especializados y cientificamente confiables durante el desarrollo de actividades virtuales.

El uso frecuente de este tipo de recursos resulta relevante en disciplinas experimentales como la quimica,
debido a que permite acceder a informacion actualizada, materiales técnicos y contenidos validados
cientificamente. Estos resultados indican que el profesorado dio prioridad a recursos respaldados por
instituciones académicas y cientificas, lo que sugiere un interés por conservar la calidad de los materiales
utilizados durante la ensefianza virtual. Este aspecto adquiere especial importancia en un escenario donde
la gran cantidad de informacién disponible en internet puede dificultar la identificacion de fuentes
confiables.

Los videos educativos también ocuparon un lugar importante entre los recursos empleados por los docentes.
El 43 % indic¢ utilizarlos con frecuencia y otro 43 % manifestd hacerlo de manera ocasional. Su uso
permitié complementar las explicaciones de diversos temas y facilitar la comprension de fenémenos
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quimicos; sin embargo, también hizo necesario valorar la calidad y el sustento cientifico de los materiales
disponibles en plataformas de libre acceso.

En cuanto a las bibliotecas virtuales, el 43 % del profesorado sefial6 consultarlas con frecuencia, mientras
que el 29 % las identificd como su principal fuente de informacion. Estos datos muestran que los recursos
académicos digitales tuvieron una presencia relevante durante el periodo de educacion a distancia. No
obstante, todavia es posible fortalecer el uso de bases de datos cientificas y bibliotecas especializadas como
parte de las actividades habituales de docencia.

Un comportamiento similar se observo con plataformas no oficiales, como Rincon del Vago. Aunque la
mayoria de los participantes manifestdo conocer este tipo de sitios, pocos indicaron utilizarlos como apoyo
para sus actividades académicas. Esta tendencia sugiere que los docentes prefirieron consultar informacion
proveniente de fuentes con respaldo académico antes que recurrir a plataformas de contenido no
especializado.

En términos generales, los resultados muestran que el profesorado adopt6 criterios de seleccion para elegir
los recursos digitales utilizados durante la contingencia sanitaria, privilegiando aquellos con mayor respaldo
académico para apoyar la ensefianza de la quimica en entornos virtuales.

Opiniones sobre apoyo institucional y capacitacion

Con el proposito de conocer las condiciones que acompafiaron el trabajo docente durante la pandemia, se
incluyeron preguntas relacionadas con el apoyo brindado por la institucion, la capacitacion recibida y la
carga de trabajo percibida por el profesorado. Las respuestas obtenidas, presentadas en la Figura 5, muestran
diferencias de opinion respecto a la claridad de las indicaciones administrativas, la suficiencia de la
capacitacion ofrecida y el impacto que tuvo el incremento de las actividades laborales durante este periodo.
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Figura 5. Trabajo durante clases en linea (Factores externos)

Los resultados presentados en la Figura 5 evidencian percepciones diversas respecto al apoyo institucional
y las condiciones de trabajo durante la transicion hacia la ensefianza virtual. Un 57% del profesorado
consider6 que las indicaciones administrativas facilitaron el desarrollo de sus actividades académicas,
mientras que un 43% manifestd una percepcion contraria. Esta diferencia de opiniones refleja los retos
organizacionales que enfrentaron las instituciones educativas durante los primeros periodos de adaptacion
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a la virtualidad, particularmente ante la necesidad de implementar estrategias tecnoldgicas y pedagdgicas
en un periodo reducido de tiempo.

La mitad del profesorado (50 %) considerd que la capacitacion recibida durante este periodo fue adecuada.
No obstante, el 29 % manifesté una postura neutral y el 21 % expresé su desacuerdo. Estas respuestas
indican que las acciones de formacién implementadas por la institucion no respondieron de la misma
manera a las necesidades de todos los docentes, particularmente en lo relacionado con el manejo de
plataformas educativas y herramientas tecnologicas especializadas.

Respecto a la carga de trabajo, el 64 % de los participantes indico que se sintido abrumado durante la
contingencia sanitaria. Esta percepcion probablemente estuvo relacionada con las actividades adicionales
que implico la transicion hacia la ensefianza virtual, entre ellas la adaptacion de los contenidos, la
elaboracion de materiales digitales, el aprendizaje de nuevas plataformas y la modificacion de las estrategias
de ensefianza para impartir clases a distancia.

En conjunto, estos hallazgos permiten observar que el cambio hacia la modalidad virtual no representd
Uunicamente un reto tecnologico. También implico ajustes en la organizacion del trabajo docente y en la
planeacion de las actividades de ensefianza, aspectos que influyeron de manera importante en la experiencia
del profesorado durante la pandemia.

Retos de creatividad y percepcion docente

Ademas de analizar las condiciones externas que influyeron en la ensefianza durante la pandemia, también
se evaluaron aspectos relacionados con la experiencia del profesorado en el trabajo cotidiano con la
modalidad virtual. La Figura 6 resume las opiniones de los docentes sobre su capacidad para adaptarse a
esta forma de enseflanza, incluyendo la creatividad empleada en las clases, la satisfaccion con su
desempefio, el establecimiento de métodos de trabajo, la utilidad de los recursos disponibles en linea y el
uso de las videoconferencias como herramienta para la comunicacion y el desarrollo de las actividades

, .
académicas.
TRABAJO DURANTE CLASES EN LINEA
(FACTORES INTERNOS)
100
93
Q0 86
88, 7
70
B84
=
« B0
i
o
S 50
D 43 43
S
& 40
o
30
23 21
20
14 14 14
10 7
M o 0 o
o — B
Reto para mi Me generdo mucha Pude establecer recursos en linea Considero que las
creatividad como insatisfaccion personal métodos de trabajo permitieron enriquecer videoconferencias
profesor adecuados mi trabajo fueron necesarias
ENUNCIADOS
= En desacuerdo m | es es indiferente De acuerdo

Figura 6. Trabajo durante clases en linea (Factores internos)

Los resultados presentados en la Figura 6 muestran que el 93 % del profesorado percibid la ensefianza en
linea como un desafio para su creatividad. Esta percepcion puede explicarse por la necesidad de adaptar,
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en un periodo muy corto, actividades que tradicionalmente se desarrollaban de manera presencial,
especialmente en una disciplina experimental como la quimica, donde las practicas de laboratorio y las
demostraciones forman parte esencial del proceso de ensefianza.

La transformacion de los contenidos para impartirlos en un entorno virtual llevo a los docentes a modificar
sus estrategias de trabajo y a buscar nuevas formas de interaccion con los estudiantes [7]. En consecuencia,
el cambio no consistid unicamente en aprender a utilizar herramientas tecnologicas, sino también en
replantear la manera de organizar las clases y mantener la comunicacion durante el proceso de ensefianza.
La percepcion sobre la satisfaccion con la experiencia de impartir clases en linea fue menos uniforme.
Mientras el 43 % de los participantes manifestd sentirse insatisfecho, otro 43 % expres6 una opinion
favorable. Esta diferencia sugiere que la adaptacion a la modalidad virtual estuvo condicionada por diversos
factores, entre ellos las caracteristicas individuales de cada docente, los recursos tecnologicos disponibles
y las condiciones institucionales en las que desarrolld su trabajo.

Aun con las dificultades que implic6 la transicion hacia la educacion a distancia, el 77 % del profesorado
indico que logroé establecer métodos de trabajo adecuados para desarrollar sus clases en modalidad virtual.
Asimismo, un 86% consider6 que los recursos digitales enriquecieron sus actividades académicas,
destacando especialmente el uso de paginas web de universidades y centros de investigacion, videos
educativos y bibliotecas virtuales.

Finalmente, el 64% del profesorado considerd que las videoconferencias fueron necesarias para mantener
el contacto y la interaccion con los estudiantes durante la contingencia sanitaria. Este resultado evidencia
la relevancia de las herramientas de comunicacion sincrona en la continuidad académica y en la
construccion de dindmicas de ensefianza-aprendizaje en entornos virtuales.

Percepcion del aprendizaje de los estudiantes

Finalmente, se explord la percepcion del profesorado acerca del aprendizaje y las competencias
desarrolladas por los estudiantes durante las clases en linea. La Figura 7 muestra las opiniones de los
docentes en torno al nivel de conocimientos adquiridos por sus alumnos, el manejo de fuentes de
informacion confiables y el uso de herramientas informaticas especializadas.
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De acuerdo con los resultados presentados en la Figura 7, mas del 50% del profesorado manifesté una
percepcion positiva respecto al desempefio académico de los estudiantes durante la educacion virtual. En
particular, el 71% de los docentes consider6é que sus alumnos adquirieron conocimientos suficientes para
continuar con su formacion académica, lo que sugiere que, a pesar de las limitaciones derivadas de la
contingencia sanitaria, se logréo mantener cierta continuidad en el proceso de ensefianza-aprendizaje.
Asimismo, el 64% de los participantes sefiald que los estudiantes desarrollaron un manejo mas eficiente de
fuentes de informacién confiables, resultado que puede relacionarse con el uso frecuente de paginas web
académicas, bibliotecas virtuales y recursos digitales empleados durante la virtualidad.

El 71 % del profesorado consider6 que los estudiantes lograron desenvolverse adecuadamente en el uso de
herramientas informaticas especializadas. Esta percepcion difiere de lo reportado por los propios docentes
en la Figura 2, donde se observo un uso mas limitado de este tipo de software. La diferencia entre ambos
resultados podria indicar que profesores y estudiantes enfrentaron el proceso de adaptacion digital de
manera distinta durante la pandemia.

Es posible que esta percepcion esté relacionada con la mayor familiaridad que muchos estudiantes tienen
con los entornos digitales y con el aprendizaje autdnomo de nuevas tecnologias. Estas condiciones pudieron
facilitar el desarrollo de habilidades informaticas durante la educacion a distancia. Sin embargo, ello no
significa necesariamente que alcanzaran un dominio profundo de las herramientas especializadas, sino que
adquirieron las competencias suficientes para utilizarlas en las actividades académicas desarrolladas en ese
periodo.

En términos generales, los resultados sugieren que la modalidad virtual contribuy¢ al desarrollo de algunas
competencias digitales en los estudiantes. Aun asi, también ponen de manifiesto la importancia de fortalecer
el acompafiamiento del profesorado para incorporar de forma mas sistematica herramientas tecnologicas
especializadas en la ensenanza de la quimica.

5. Discusion

Los hallazgos de este estudio indican que el profesorado de la Licenciatura en Quimica de la Universidad
Juarez Auténoma de Tabasco desarrolld un dominio adecuado de las herramientas de uso académico mas
comunes, principalmente procesadores de texto, programas para elaborar presentaciones y hojas de calculo.
En contraste, el manejo de aplicaciones especializadas fue considerablemente menor. Esto sugiere que la
adaptacion tecnologica durante la pandemia estuvo dirigida, sobre todo, a mantener la continuidad de las
actividades académicas, mientras que la incorporacion de recursos con un propdsito pedagogico mas amplio
permanecio limitada.

Esta tendencia coincide con lo descrito por [13], quienes seiialan que la transicion repentina hacia la
educacion remota puso de manifiesto limitaciones importantes en las competencias digitales del
profesorado. Aun asi, los docentes lograron ajustarse a las nuevas condiciones de trabajo y desarrollaron
estrategias que hicieron posible mantener las actividades de ensefianza durante la contingencia sanitaria.
Una de las principales limitaciones identificadas fue el escaso uso de software especializado en quimica.
Aunque los programas destinados a la representacion de estructuras quimicas presentaron un mayor nivel
de dominio, el empleo de simuladores virtuales, modeladores moleculares y otras aplicaciones
especializadas fue reducido. Este comportamiento indica que trasladar los contenidos experimentales a un
entorno virtual continu6 siendo uno de los mayores retos para la ensefianza de esta disciplina.

En este contexto, [11] mencionan que la ausencia de formacion en tecnologias especializadas puede limitar
el desarrollo de experiencias de aprendizaje mas dindmicas e interactivas. Los resultados obtenidos
respaldan esta idea, ya que las necesidades de capacitacion detectadas no estuvieron relacionadas
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unicamente con el manejo técnico de plataformas digitales, sino también con la capacidad para
incorporarlas de manera efectiva en la ensefianza experimental de la quimica.

En cuanto a las plataformas educativas, el profesorado mostrd una clara preferencia por aquellas de uso
mas extendido y de implementacion relativamente sencilla. Esta eleccion probablemente respondio a la
necesidad de adaptarse con rapidez a las condiciones impuestas por la educacion a distancia y de trabajar
con recursos que ya resultaban familiares. Al mismo tiempo, las diferencias observadas en el conocimiento
y utilizaciéon de las plataformas institucionales ponen de manifiesto la conveniencia de fortalecer las
acciones de capacitacion, difusion y acompafiamiento tecnologico dentro de la universidad.

El uso frecuente de paginas web académicas, bibliotecas virtuales y otros recursos especializados también
indica que los docentes procuraron mantener la calidad de los materiales empleados durante la ensefianza
en linea. En un escenario caracterizado por la gran cantidad de informacion disponible en internet, la
seleccion de fuentes confiables adquiere especial importancia. En este sentido, [4] sefialan que elegir
adecuadamente los recursos digitales constituye un elemento esencial para preservar la calidad de la
ensefianza de las ciencias.

Las respuestas relacionadas con el apoyo institucional y la capacitacion reflejan percepciones diferentes
entre los participantes. Mientras algunos docentes consideraron suficientes las acciones implementadas por
la universidad para facilitar la transicion hacia la modalidad virtual, otros manifestaron que la capacitacion
recibida fue limitada y que la carga de trabajo aumentd de forma considerable. Estas apreciaciones son
consistentes con lo reportado por [5], quien identifica el fortalecimiento de la formacion digital del
profesorado como uno de los principales desafios que enfrentaron las instituciones de educacion superior
durante la pandemia.

El elevado porcentaje de docentes que manifestd sentirse abrumado por las demandas académicas permite
dimensionar el impacto que tuvo la transicion hacia la educacién virtual en la organizacion del trabajo
docente. La adaptacion de contenidos, la elaboracion de materiales digitales, el aprendizaje de nuevas
plataformas y la modificacion de las estrategias de ensenanza implicaron responsabilidades adicionales que
transformaron la practica cotidiana durante la contingencia sanitaria.

La creatividad también representd un desafio importante para el profesorado. La mayoria de los
participantes considerd que impartir clases en linea exigi6 disefiar nuevas estrategias didacticas y buscar
formas diferentes de mantener la interaccion con los estudiantes [19]. Esta situacion coincide con lo
sefialado por [9], quien plantea que la educacion remota de emergencia llevd a los docentes a replantear sus
practicas educativas en un contexto marcado por la incertidumbre y la necesidad de adaptacion permanente.
A pesar de las dificultades identificadas, los docentes consiguieron establecer formas de trabajo que les
permitieron desarrollar sus cursos y reconocieron que los recursos digitales aportaron elementos valiosos
para apoyar las actividades académicas. Estos resultados permiten considerar que la virtualidad no solo
puso en evidencia limitaciones relacionadas con las competencias tecnoldgicas, sino que también impulsé
procesos de innovacion y adaptacion pedagdgica dentro de la ensefianza universitaria.

Desde la perspectiva del profesorado, los estudiantes mostraron un desempefio favorable en el uso de
herramientas digitales durante el periodo de educacién virtual. Sin embargo, esta percepcion contrasta con
el bajo nivel de utilizacion de software especializado reportado por los propios docentes, lo que podria
reflejar diferencias generacionales en la forma de incorporar las tecnologias o una mayor disposicion del
alumnado para el aprendizaje autdbnomo de nuevos recursos.

Conviene sefialar que esta valoracion corresponde a la percepcion del profesorado y no constituye una
medicion directa de las competencias digitales del estudiantado. En consecuencia, los resultados sugieren
que los estudiantes desarrollaron habilidades funcionales para trabajar con recursos digitales, aunque ello
no implica necesariamente un dominio especializado de programas aplicados a la quimica. Por ello, resulta
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conveniente fortalecer el acompafiamiento docente y promover una integracion mads sistematica del
software especializado en las modalidades de ensefianza virtual e hibrida.

6. Conclusion

El estudio permitid identificar que el profesorado de la Licenciatura en Quimica de la Universidad Juarez
Autéonoma de Tabasco logré un manejo funcional de herramientas basicas de uso académico durante la
contingencia sanitaria por COVID-19. Sin embargo, el uso de software especializado para la ensefianza de
la quimica presentd mayores limitaciones, particularmente en recursos como simuladores virtuales,
modeladores moleculares y otras herramientas orientadas al apoyo de actividades experimentales. Esta
situacion representa un area de atencion para fortalecer la incorporacion de tecnologias digitales en la
ensefanza de la quimica.

Los resultados también muestran que las plataformas digitales y los recursos disponibles en linea fueron
elementos fundamentales para mantener la continuidad académica durante el periodo de educacion remota.
El empleo de sitios académicos, bibliotecas virtuales y materiales audiovisuales refleja la capacidad del
profesorado para seleccionar alternativas de apoyo que facilitaran el desarrollo de las actividades docentes
en un contexto de cambio acelerado.

No obstante, la transicion hacia modalidades virtuales implic6 modificaciones importantes en la practica
docente. La adaptacion de contenidos, la incorporacion de nuevas herramientas y la reorganizacion de
estrategias de ensefianza generaron desafios relacionados con la creatividad, la planeacion académica y la
carga de trabajo del profesorado.

Desde la perspectiva de los docentes, los estudiantes mostraron una adaptacion favorable al uso de recursos
digitales durante la virtualidad. Sin embargo, esta apreciacion corresponde a la percepcion del profesorado
y no a una evaluacion directa de las competencias estudiantiles. Por ello, resulta necesario continuar
fortaleciendo los procesos de acompafiamiento docente y promover una integracion pedagogica mas
estructurada de herramientas tecnoldgicas especializadas en disciplinas experimentales como la quimica.
En conjunto, este estudio permitié caracterizar el nivel de competencia digital y el uso de herramientas
informaticas por parte del profesorado de la Licenciatura en Quimica durante la educacion remota derivada
de la pandemia de COVID-19. Los hallazgos aportan informacion sobre las capacidades desarrolladas, las
dificultades enfrentadas y las necesidades de formacion que pueden orientar futuras estrategias
institucionales para la ensefianza virtual e hibrida.

Finalmente, la experiencia derivada de la contingencia sanitaria evidencio que las competencias digitales
representan actualmente un componente fundamental dentro de la educacion superior. En este contexto,
resulta necesario continuar fortaleciendo procesos de capacitacion docente, integracion tecnologica y
actualizacion pedagogica que permitan consolidar modelos educativos mas flexibles, innovadores y
adaptables a futuros escenarios virtuales o hibridos.
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9. Declaratoria de uso de Inteligencia Artificial

Durante la elaboracion del manuscrito no se utilizaron herramientas de inteligencia artificial para la
redaccion, andlisis o interpretacion cientifica del contenido. Sin embargo, el resumen grafico fue elaborado
con apoyo de herramientas de inteligencia artificial para fines exclusivamente visuales y de disefio.

10. Resumen Grafico
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Figura 8. Resumen grafico del estudio.
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Resumen

El cancer es un grave problema de salud a nivel mundial. Se disponen de diversos tratamientos
oncoldgicos que permiten a los pacientes obtener mejores resultados terapéuticos. La ciclofosfamida y
la bendamustina son farmacos utilizados en diferentes tratamientos contra el cancer que pueden
evaluarse a través de estudios farmacoecondmicos tales como la minimizacion de costos. Este estudio
compard los costos asociados al uso de ciclofosfamida y bendamustina mediante una evaluacion
farmacoterapéutica y de minimizacion de costos en distintos tipos de cancer, asi como la recopilacion
de reacciones adversas de la ciclofosfamida y bendamustina a partir de historiales clinicos recopilados
y articulos revisados, generando un arbol de decision para comparar el costo anual, los ciclos anuales de
quimioterapia y el posible desabasto de ambos medicamentos. Demostrando que la mayor accesibilidad
financiera de la ciclofosfamida se ve contrarrestada por las reacciones adversas graves manifestadas y
que la seleccion del esquema Optimo debe sustentarse en un balance que armonice costo, seguridad,
tolerabilidad y disponibilidad del farmaco.

Palabras claves: andlisis de minimizacion de costos, farmacoeconomia, farmacoterapia;
quimioterapia, reacciones adversas a medicamento.

Abstract

Cancer is a serious global health problem. Various oncological treatments allow patients to achieve
better therapeutic outcomes. Cyclophosphamide and bendamustine are drugs used in different cancer
treatments that can be evaluated through pharmacoeconomic studies, such as cost-minimization analysis.
This study compared cost the associated with the use of cyclophosphamide and bendamustine through a
pharmacotherapeutic and cost-minimization evaluation across different types of cancer, as well as a
compilation of adverse reactions based on clinical records and reviewed articles. A decision tree was
generated to compare annual costs, annual chemotherapy cycles, and potential shortages of both
medications. The results demonstrate that the greater financial accessibility of cyclophosphamide is offset
by the manifestation of severe adverse reactions. Consequently, the selection of the optimal regimen must
be based on a balance that harmonizes cost, safety, tolerability, and drug availability.
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1. Introduccion

El cancer es un grave problema de salud a nivel mundial, en México se diagnostican mas de 195 mil casos
en sus diferentes tipos (Secretaria de Salud, 2023). Actualmente, existen diversos tratamientos oncologicos
que permiten a los pacientes obtener mejores resultados terapéuticos. No obstante, la aparicion de efectos
adversos es frecuente y estd influenciada por factores relacionados tanto con el paciente como con el
medicamento administrado (Alonso Castellanos et al., 2014). La mayoria de los medicamentos utilizados
corresponden a antineoplasicos citotoxicos, cuyo objetivo es inducir la apoptosis de las células tumorales
en proliferacion. Entre ellos se encuentran la ciclofosfamida y la bendamustina, esta tltima con propiedades
adicionales de antimetabolito por su similitud estructural con las purinas.

La ciclofosfamida y la bendamustina pertenecen al grupo de las mostazas nitrogenadas, las cuales act@ian
como agentes alquilantes al formar un cation aziridinio altamente reactivo que se une covalentemente al
ADN (acido desoxirribonucleico), provocando entrecruzamientos entre las cadenas, que es fundamental
para su efecto antitumoral al afectar la replicacion celular (Velasquez et al., 2016). Ademas, la estructura
del agente puede influir en la reactividad y selectividad del farmaco, permitiendo reducir su toxicidad
mediante modificaciones quimicas que afectan su distribucion y absorcion en el organismo. La
ciclofosfamida, tiene indicaciones para el tratamiento del cancer de mama (CM), de linfoma no Hodgkin
(LNH) y leucemia linfoblastica aguda (LLA) (Stork & Schreftler, 2023).

Por otro lado, la bendamustina actiia como un agente alquilante, presenta dos grupos reactivos, la mostaza
nitrogenada y el anillo de benzimidazol, los cuales puede unirse a sitios de ADN separados. El anillo de
benzimidazol potencia su actividad alquilante, lo que posibilita que el firmaco obtenga concentraciones
mas altas en el nucleo o por inhibicion de la reparacion del ADN, se traduce en una mayor eficacia para
inducir la muerte de células cancerosas, incluso en aquellas que suelen resistir otros tratamientos.
Consecuentemente, las caracteristicas estructurales de la bendamustina le confieren actividad antitumoral
e inmunomoduladora, lo que ha favorecido su incorporacioén en diversos esquemas terapéuticos para el
tratamiento de neoplasias hematologicas, constituyendo una alternativa a agentes alquilantes tradicionales
(Lalic et al., 2022).

Este antineoplasico es utilizado en el CM, LNH y LLA (Pirvulescu et al., 2008). Actualmente, el uso de
bendamustina en CM no esta aprobada por parte de la Administracion de Alimentos y Medicamentos de
los Estados Unidos (FDA); sin embargo, diversos estudios clinicos han evaluado su aplicacion en pacientes
con esta neoplasia, reportando respuestas clinicas favorables en algunos casos, lo que ha despertado interés
en su utilidad terapéutica (Lalic et al., 2022). La comparabilidad terapéutica entre ciclofosfamida y
bendamustina se sustenta no solo en su mecanismo de accidon como agentes alquilantes, sino también en
evidencia clinica reportada en la literatura. Diversos ensayos clinicos han evaluado esquemas que incluyen
bendamustina en comparacion con regimenes basados en ciclofosfamida, mostrando que ambas alternativas
pueden considerarse opciones terapéuticas validas dentro de este contexto (Herold et al., 2006).

Las reacciones adversas a medicamentos (RAM) son un factor clave en el tratamiento oncoldgico, ya que
pueden comprometer la eficacia terapéutica, disminuir la calidad de vida del paciente e incrementar los
costos asociados a la atencion médica. Por lo tanto, resulta relevante evaluar la posible relacion causal entre
la administracion de los farmacos y de las RAM, incluyendo en aquellos escenarios donde los pacientes
presentan comorbilidades y reciben esquemas de poliquimioterapia. Es por ello, que el uso de herramientas
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estandarizadas (por ejemplo algoritmos como el de Karch —Lasagna y de Narajando) permiten una mejor
interpretacion de estos eventos dentro de la practica clinica (Chopra et al., 2016).

Asimismo, el costo de las quimioterapias es un factor que tiene una repercusion negativa en la salud fisica
y emocional, pues afecta las relaciones interpersonales y financieras del paciente y del sistema de salud. En
México, un tratamiento anual dependiendo del tipo cancer y la complejidad de la farmacoterapia oscila
entre $18,000 y $47,000 pesos (Gonzalez-Robledo et al., 2015). Por lo que, evaluar de forma sistematica
este tipo de reacciones permite no solo optimizar la seguridad del tratamiento, sino también facilitar la toma
de decisiones clinicas. Por lo que, la construcciéon de un arbol de decision resulta fundamental, para
comparar de forma estructurada los beneficios, riesgos y costos de cada alternativa terapéutica,
contribuyendo asi a seleccionar el firmaco adecuado para cada situacion clinica (Hammann et al., 2010).
Rinnerthaler menciona que la ciclofosfamida y la bendamustina, al ser farmacos alquilantes con una eficacia
y seguridad similar, pueden evaluarse a través de una minimizacion de costos durante las quimioterapias y
de esta manera optimizar los recursos financieros (Rinnerthaler et al., 2021). Este estudio esta enfocado en
comparar los costos asociados al uso de ciclofosfamida y bendamustina mediante una evaluacion
farmacoterapéutica y un analisis de minimizacion de costos (AMC) en distintos tipos de cancer.

2. Metodologia Teorica

2.1 Analisis de sujetos de estudio

El estudio corresponde a un disefio observacional retrospectivo de tipo pragmatico, basado en el analisis de
datos obtenidos a partir de historiales clinicos de un centro médico ubicado en el sureste de México.
Debido a la naturaleza retrospectiva del estudio y al uso de datos secundarios anonimizados, no fue
requerida la aprobacion por un comité de ética en investigacion, conforme a las disposiciones aplicables
para estudios sin intervencion y sin riesgo para los sujetos. El manejo de la informacion se realiz6 bajo los
principios éticos de la Declaracion de Helsinki para proteger la autonomia de los individuos (Asociacion
Médica Mundial, 2013).

La recopilacion de los expedientes clinicos fue realizada por personal adscrito a la Comision Federal para
la Proteccidn contra Riesgos Sanitarios (COFEPRIS), quienes proporcionaron los registros clinicos para su
analisis con fines de investigacion. Posteriormente, la informacion fue sistematizada mediante la plataforma
de VigiFlow, una herramienta utilizada en farmacovigilancia para el registro y analisis de RAM (Secretaria
de salud, 2025).

A través de esta plataforma se organizaron y analizaron variables relevantes como edad, sexo del paciente,
tipo de neoplasia, esquema terapéutico administrado, dosis terapéuticas de los medicamentos, fecha de
inicio de la enfermedad, ciclos de quimioterapia, RAM reportadas, seguimiento terapéutico, interrupciones
del tratamiento, comorbilidades, antecedentes de adicciones y desenlaces clinicos, incluyendo
fallecimientos.

Se realiz6 una revision de los expedientes clinicos, donde aquellos registros que presentaban informacion
incompleta o ausencia de datos clinicos relevantes fueron excluidos del analisis. Tras este proceso, la
muestra final quedd conformada por 40 expedientes clinicos completos, correspondientes a la totalidad de
casos disponibles.

Los pacientes correspondian a registros clinicos comprendidos en el periodo marzo 2023 a febrero 2024,
con una edad entre 30 a 65 afios, de los cuales el 20% correspondi6 a adultos mayores. Los sujetos de
estudio presentaban diagndstico de CM (n=18), LNH (n=12) y LLA (n=10), tratados con un tratamiento
quimioterapéutico que incluia principalmente ciclofosfamida como parte del esquema terapéutico.
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2.2 Analisis de valor unitario de los medicamentos

Se realizo un AMC, partiendo de la equivalencia terapéutica entre la ciclofosfamida y la bendamustina. El
analisis se efectu6 considerando unicamente los costos directos asociados al tratamiento farmacologico. El
calculo de costos se realiz6 utilizando el valor unitario de cada medicamento, considerando el intervalo de
dosificacion y el promedio anual de ciclos de quimioterapia. Inicialmente, se consultaron catdlogos
institucionales; sin embargo, debido a que la bendamustina no se encontraba incluida en dichas fuentes, se
opto por utilizar una fuente homogénea para ambos farmacos.

Los precios unitarios de la ciclofosfamida y la bendamustina fueron estimados mediante consulta de
plataformas comerciales en linea correspondientes a farmacias especializadas en medicamentos
oncoldgicos y de alta especialidad en México, incluyendo Curitek, Conexion Oncologica y Farmacias
Probemedic. Los precios fueron obtenidos durante el afio 2025, considerando presentaciones equivalentes
a las utilizadas en la practica clinica.

Para el analisis, en el caso de la ciclofosfamida, se consider6 una dosis de 1000 mg por ciclo, con un costo
promedio de $§ 3,216.66 MXN por administracion, mientras que para la bendamustina se tom6é como
referencia una dosis de 80 mg por ciclo, obtenida del estudio realizado por Austria (Rinnerthaler et al.,
2021) con un costo promedio de $ 8,040.00 MXN.

La estimacion del costo total anual contemplo el costo unitario por el nimero de ciclos promedio al afio
registrados en los expedientes clinicos: cinco ciclos para la ciclofosfamida y ocho para la bendamustina.
El analisis considerd exclusivamente los costos directos de los medicamentos, sin incluir descuentos, ajustes
por inflaciéon o proyecciones econdémicas. Asimismo, no se contemplaron costos relacionados con la
administracion del tratamiento debido a la variabilidad que estos presentan entre instituciones de salud.

2.3 Tasa de Respuesta Global e Intervalo de Confianza 95%

Debido a que la ciclofosfamida y la bendamustina presentaron una eficacia terapéutica equivalente se
realizé un AMC. Ademas, se reviso la Tasa de Respuesta Global (ORR), un parametro que indica la eficacia
de un tratamiento oncoldgico y reflejando el porcentaje de pacientes que logran una reduccion significativa
o completa del tumor (Aykan & Ozatli, 2020).

A partir de la ORR de cada uno de los farmacos, se estim6 un Intervalo de Confianza del 95 % (IC95 %),
el cual permite cuantificar la precision de la estimacion y el rango dentro del cual se espera que se encuentre
el valor real en la poblacion. El uso del IC95 % hace posible comparar los tratamientos considerando la
variabilidad de los datos y no unicamente los valores puntuales observados. En estudios de equivalencia,
dos tratamientos se consideran comparables cuando el IC95 % de la diferencia en la tasa de respuesta, se
encuentra completamente dentro de un margen de equivalencia previamente establecido (-A a +A) (Hazra,
2017).

El IC95 %, para las proporciones se calcularon mediante el método de Wald, utilizando la aproximacion
normal para estimar la variabilidad de la proporcion observada. Este método permite estimar la variabilidad
de proporciones en muestras finitas; sin embargo, se reconoce que puede presentar limitaciones en tamafios
de muestra pequefios, por lo que los resultados deben interpretarse considerando las limitaciones inherentes
al tamafo de muestra (Pan, 2002).

Se estableci6 un margen de equivalencia de +10 % (A= 0.10), definido previamente con base a criterios
clinicos y estadisticos utilizados en estudios clinicos oncoldgicos. Este valor se encuentra dentro de los
rangos comunmente reportados en la literatura, donde los margenes de equivalencia suelen oscilar entre el
5% y el 20 %, con valores cercanos al 10 — 15 % considerados clinicamente aceptables (Hashim et al.,
2021). Bajo este criterio, las diferencias observadas entre la ciclofosfamida y la bendamustina se ubicaron
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dentro del margen de equivalencia establecido, lo que permitié considerarlo comparables desde el punto de
vista clinico.

Una vez determinado este criterio, se procedio con el analisis de minimizacién de costos, considerando el
total de recursos econdomicos requeridos por paciente a lo largo de un afio de tratamiento. Este analisis
incluy6 variables como el nimero de ciclos, la dosis administrada por ciclo y el precio unitario de cada
farmaco, permitiendo identificar cudl de las alternativas representa una opcion mas eficiente en términos
de uso racional de recursos, sin comprometer los resultados terapéuticos.

2.4 Evaluacion de causalidad de RAM

Se llevo a cabo un analisis de causalidad manejando la escala de la Organizacion Mundial de la Salud-
Centro de Monitoreo de Uppsala (OMS-UMC), un método cualitativo que permite establecer el grado de
asociacion entre un tratamiento farmacologico y la deteccion de RAM mediante una evaluacion clinica
sistematica (Shukla et al., 2021).

Se revisaron los expedientes clinicos de los pacientes fallecidos incluidos en el estudio, recopilando
informacion sobre el esquema terapéutico administrado, la cronologia de los eventos clinicos, las RAM
reportadas, la progresion de la enfermedad oncoldgica y la presencia de tratamientos concomitantes. Con
base a estos criterios, los casos fueron clasificados en las categorias de causalidad establecidas por la OMS-
UMC: cierta, probable, posible, improbable o no evaluable, de acuerdo con la consistencia de la evidencia
clinica disponible.

2.5 Tabla comparativa y arbol de decision

Se realizd una tabla comparativa de las RAM reportadas en la poblacion mexicana estudiada y en los
estudios internacionales de Austria cuyo régimen fue bendamustina (Rinnerthaler et al., 2021) y uno
reportado en Canadd cuyo régimen fue bendamustina y rituximab (BR) (Chan et al., 2024). Esta
comparacion se llevdo a cabo mediante comparacion indirecta, debido a la limitada disponibilidad de
evidencia nacional sobre el uso de bendamustina en México.

El uso de comparaciones indirectas es un método util en la toma decisiones en salud cuando no se dispone
de evidencia directa, permitiendo evaluar alternativas terapéuticas a partir de estudios existentes. Sin
embargo, este tipo de analisis puede introducir sesgos derivados de las diferencias en las caracteristicas de
las poblaciones, los protocolos terapéuticos y sistemas de salud, por lo que lo que deben considerarse al
momento de interpretar los resultados obtenidos (Diaz et al., 2013).

Cabe senalar que los estudios internacionales corresponden a diferentes tipos de neoplasias, corresponden
a la disponibilidad de evidencia reportada para cada esquema terapéutico con bendamustina. Por lo que la
comparacion no se plante6 entre poblaciones homogéneas, sino como una integracion de la mejor evidencia
disponible para cada patologia.

En el caso de la LLA, no se incluyeron estudios internacionales comparables debido a que la evidencia se
limita principalmente a poblacion pediatrica, lo cual no resulta directamente comparable con poblacion
adulta del estudio.

Posteriormente, a partir de la informacion obtenida en la tabla comparativa, se elabord un arbol de decision
que incorpord las RAM identificadas, los costos asociados a los tratamientos y el numero de ciclos de
quimioterapia reportados en cada esquema terapéutico. Se utilizaron los datos correspondientes a México
y Austria, priorizando la comparabilidad con el tipo de neoplasia y la poblacioén analizada, asi como la
claridad del modelo, evitando la incorporaciéon de informacion redundante.
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3. Resultados

El 75 % de la poblacioén de estudio fueron mujeres, el 60 % presenté comorbilidades preexistentes, entre
las que destacan la diabetes mellitus tipo 2 (20 % de los pacientes) e hipertension (32.5 % de los pacientes);
Ademas, el 5 % de los individuos de estudio reportd antecedentes de adiccion al alcohol y al tabaco. E1 7.5
% de los pacientes interrumpieron sus ciclos de tratamiento debido al desabasto de ciclofosfamida en la
institucion.

En la Tabla 1 se representan los tipos de cancer diagnosticados en la poblacion de estudio; donde el CM
fue el trastorno mas frecuente (45 %), seguido del LNH (30 %) y la leucemia linfoblastica aguda fue el
tercer padecimiento (25 %), asi como los medicamentos administrados en cada condicion.

Tabla 1. Tipos de cancer en la poblacion de estudio y tratamiento farmacologico. Elaboracion propia con base en
expedientes clinicos proporcionados por COFEPRIS (2023-2024)).

Tipo de cancer Pacientes (%) Tratamiento farmacolégico

Ciclofosfamida

Cancer de mama 45 Doxorrubicina
Docetaxel

Ciclofosfamida

Doxorrubicina
Linfoma no Hodgkin 30 Vincristina
Rituximab
Prednisona

Ciclofosfamida

Leucemia linfoblastica aguda 25 .
Vincristina

El CM ha sido de los tumores con mayor diagnostico en el 2024, representando el 15.5 % de todos los casos
nuevos de cancer y un estimado del 7 % de todas las muertes por cancer(National Cancer Institute, 2025);
esto se correlaciona con el estudio del centro médico de México, donde el 45 % de casos de cancer
registrados en el periodo marzo 2023 - febrero 2024 corresponden a CM. En la Guia de Practica Clinica
(GPC) se menciona que, en el diagnostico y tratamiento del CM, se recomienda la terapia anti-HER2
negativo durante un afio (Instituto Mexicano del Seguro Social, 2017), donde los agentes
quimioterapéuticos recomendados en la terapia de sistema adyuvante en etapa temprana es una combinacion
de doxorrubicina + ciclofosfamida (AC) y una combinacion de docetaxel + ciclofosfamida (TC). Dicho
esquema logra reducir aproximadamente un 26 % en el riesgo de recurrencia y una reduccién del 31 % en
la probabilidad de muerte (Bargall6-Rocha et al., 2024) .

En la Tabla 2 se presenta la ORR, fue del 48 % para ciclofosfamida, resultante de los expedientes clinicos
de los pacientes de estudio; y un 46 % para bendamustina (Rinnerthaler et al., 2021), cada una con un
tamafio de muestra de 40 pacientes sometidos al tratamiento contra CM. El intervalo para ciclofosfamida
fue de 32.5 % a 63.5 %, mientras que para bendamustina fue de 29.6 % a 60.4 %. La diferencia absoluta
entre las tasas (2 %), se encuentra dentro de un margen de equivalencia aceptado clinicamente de +10 %.
Este margen de £10 % ha sido ampliamente utilizado en ensayos de no inferioridad y estudios de
equivalencia en oncologia, y se considera apropiado para tasas de respuesta en CM (Cephalon, 2013). Dado
que la diferencia observada no excede dicho umbral, puede concluirse que no existe una diferencia
clinicamente significativa entre ambos tratamientos, lo que permite aplicar el AMC con base en la
equivalencia terapéutica.
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No obstante, es importante sefialar que la ORR correspondiente a bendamustina proviene de un estudio
realizado en un contexto clinico distinto, por lo que esta comparacion corresponde a un analisis indirecto.
Por lo tanto, puede introducir sesgos relacionados con variaciones en las caracteristicas de la poblacion, los
protocolos terapéuticos y el sistema de salud. Sin embargo, en oncologia es frecuente recurrir a evidencia
indirecta cuando no se dispone de comparaciones directas, lo cual, aunque introduce incertidumbre, no
invalida su utilidad para la toma de decisiones clinicas y economicas (Kemp & Prasad, 2017).

Tabla 2. Comparacion de la ORR de la poblacion de estudio. Un total de 40 pacientes con ciclofosfamida
obtenidos de un estudio de México y 40 pacientes con bendamustina obtenidos en un estudio de Austria
tomado de Rinnerthaler, et al.

Tasa de Respuesta Tamaiio de muestra
Tratamiento 1C95 %
(ORR %) (pacientes)
Ciclofosfamida 48 32.5-63.5 40
Bendamustina 46 29.6 - 60.4 40

Después de demostrar, mediante fuentes clinicas confiables y el analisis de IC95 %, que la ciclofosfamida
y la bendamustina presentan una eficacia terapéutica equivalente en pacientes con CM HER2-negativo,
LNH y LLA, se procediéo a aplicar la metodologia del AMC, permitiendo enfocar la evaluacion
exclusivamente en el aspecto econdmico del tratamiento en la Tabla 3.

En la Tabla 3 el estudio se centrd especificamente en el CM, donde los datos permitieron una comparacion
directa y la demostracion de la equivalencia en términos de ORR y sus IC95 %. Si bien la ciclofosfamida
se utiliza en los otros tipos de cancer (LNH y LLA) en los expedientes clinicos, la comparacion detallada
de la equivalencia terapéutica entre ciclofosfamida y bendamustina en esos tipos especificos no fue el foco
primario de la demostracion de equivalencia en este estudio.

Tabla 3. Estimacion del costo anual de tratamiento por ciclo en México 2025. *Precio obtenido de revision en linea.

Dosis Promedio de Costo total por
Medicamento administrada Costo (MXN) . N B P
ciclos al afio afio (MXN)
(mg)
Ciclofosfamida 1000 3,216.66* 5 16,083.33
Bendamustina 80 8,040.00* 8 64,320.00

Después de realizar el AMC, se observo que el precio para un tratamiento completo durante un afio con
ciclofosfamida es aproximadamente un 75 % menor al costo del tratamiento con bendamustina en el mismo
periodo. Esta diferencia significativa en costos resalta la ventaja econdémica de la ciclofosfamida,
especialmente considerando que, con base en los datos clinicos disponibles, ambos tratamientos presentan
una eficacia terapéutica similar.

El hecho de que la bendamustina represente una carga econdmica sustancialmente mayor sin demostrar un
beneficio clinico superior permite priorizar. Desde un enfoque de racionalidad farmacoeconémica, el uso
de ciclofosfamida como alternativa preferente en pacientes con CM, LNH y LLA, cuando la decision clinica
lo permita.
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No obstante, estos hallazgos deben interpretarse dentro del alcance del andlisis realizado, ya que se
consideraron unicamente los costos directos de los medicamentos, sin incluir costos asociados a la
administracion del tratamiento y monitoreo clinico. Estos factores pueden influir en la estimacion del costo
total en la practica clinica.

A pesar de estas limitaciones, en el &mbito oncoldgico es comuin que las evaluaciones econdmicas se
realicen con base en la mejor evidencia disponible, incluso cuando esta es parcial o proviene de contestos
distintos, por lo que este tipo de analisis contintia siendo util para orientar la toma de decisiones clinicas y
la asignacion eficiente de recursos (Kemp & Prasad, 2017).

En la Tabla 4 se presentan las RAM observadas en tres cohortes de pacientes: 40 pacientes diagnosticados
con CM, LNH y LLA tratados con ciclofosfamida en un centro médico de México, asi como 40 pacientes
con CM en ocho centros médicos de Austria y 42 pacientes diagnosticados con LNH del hospital Sacré-
Coeur de Montreal, Canadd; ambos en tratamiento con bendamustina (Chan et al., 2024).

En el primero grupo, las manifestaciones reportadas con frecuencia fueron nauseas (31 casos), seguidas de
astenia y dolor abdominal (19 casos cada una). También se documentaron alopecia (13 casos) y disnea (8
casos), mientras que anemia, fatiga y gastroenteritis se presentaron en menor proporcion.

En los pacientes que recibieron un tratamiento con bendamustina en los centros médicos de Austria, destaco
principalmente la fatiga (29 casos), nauseas (19 casos) y neutropenia grado 3-4 (17 casos). Ademas,
se observaron eventos de neutropenia grado 3-4, fiebre, tos y constipacion en un nimero reducido de
pacientes.

Por otro lado, en los pacientes con LNH tratados con bendamustina en Canada, las RAM mas reportadas
fueron anemia (20 casos), nduseas (13 casos), fatiga y trombocitopenia grado 1 (11 casos cada una).
Asimismo, se observaron eventos de neutropenia grado 3-4, fiebre, tos y constipaciéon en un niimero
reducido de pacientes.

En relacion con los eventos adversos graves, el 17.5 % de los pacientes a los cuales se les brindo el
tratamiento con ciclofosfamida (7 pacientes) requirié hospitalizacion, registrandose el fallecimiento de dos
de ellos. Por otra parte, el 10 % de los pacientes que recibieron tratamiento con bendamustina, fueron
hospitalizados por la manifestacion de RAM graves sin registro de pacientes fallecidos. En el caso del
hospital de Canada, se document6 un fallecimiento durante el tratamiento, asociado a complicaciones
derivadas de la progresion de la enfermedad oncoldgica (Chan et al., 2024).

La comparacion de RAM entre los diferentes estudios debe interpretarse de RAM entre los diferentes
estudios presenta limitaciones relacionadas con diferencias entre los criterios de registro, la clasificacion
de la toxicidad y el manejo clinico entre los distintos centros y paises incluidos. Estas variaciones pueden
influir en la frecuencia y tipo de RAM reportadas, lo cual constituye una limitacién inherente a la
comparacion indirecta realizada.
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Tabla 4. Reacciones adversas registradas en 40 pacientes del centro médico de México tratados con ciclofosfamida,
40 pacientes de ocho centros médicos de Austria (Rinnerthaler, et al.) y 42 pacientes del centro médico de Canada
(Chan, et al.); estos ultimos tratados con bendamustina.

Reacciones adversas Centro médico de Ocho centros médicos Hospital Sacré-Coeur
México de Austria de Montréal, Canada
Nduseas 31 19 13
Astenia 19 0 0
Anemia 5 10 20
Dolor abdominal 19 8 0
Gastroenteritis 2 0 0
Disnea 8 10 0
Constipacion 0 6 2
Linfopenia 0 2 0
Alopecia 13 2 0
Trombocitopenia 0 0 11
(Grado 1)
Neutropenia (Grado 3- 0 17 9
4)
Fatiga 3 29 11
Fiebre 0 0 6
Tos 0 0 3
Muerte 2 0 1

Ademéds de la identificaciéon y comparacion de las reacciones adversas a medicamentos, es fundamental
evaluar la relacion causal entre el farmaco y el evento observado, ya que no todos los eventos clinicos en
pacientes oncoldgicos son atribuibles directamente al tratamiento. En la Tabla 5 se describen las
caracteristicas clinicas, los esquemas de tratamiento y la evaluacion de causalidad de los eventos adversos
en dos pacientes oncoldgicos diagnosticados con LNH y CM, tratados con esquemas quimioterapéuticos
que incluyen ciclofosfamida. La relacion causal de los eventos adversos fue determinada mediante los
criterios establecidos por la OMS-UMC (Shukla et al., 2021).
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Tabla 5. Evaluacion de causalidad de RAM en dos pacientes oncoldgicos tratados con esquemas quimioterapéuticos

basados en ciclofosfamida, analizados mediante criterios de la OMS-UMC.

Variable

ID del paciente
Edad
Sexo

Diagnéstico

Dosis / esquema

Fecha inicio farmaco
Fecha aparicion evento

Fecha fallecimiento

Tipo de evento adverso

Relacion temporal

(Si/No/Desconocido)

Otras causas posibles

(especificar)

Progresion de la

enfermedad (Si/No)
Otros medicamentos

Dechallenge
(Positivo/Negativo/No
evaluable)
Rechallenge
(Positivo/Negativo/No
evaluable)
Clasificacion OMS-
UMC

Pacientes
P01 P02
67 afios 51 afios
Masculino Femenino
LNH CM

Rituximab 500 mg cada 30 dias (3
ciclos) + ciclofosfamida
1000 mg cada 30 dias (3
ciclos) + vincristina 2 mg
cada 30 dias (3 ciclos) +
doxorrubicina 70 mg cada
30 dias (3 ciclos)
28/11/2023
16/2/2024
17/2/2024
Insuficiencia respiratoria aguda
secundaria a derrame pleural en

paciente con linfoma no Hodgkin
Si

Progresion del linfoma no Hodgkin,
derrame pleural maligno,

desnutricion
Si

Omeprazol, espironolactona,

losartan

No evaluable

No evaluable

Posible

Ciclofosfamida 900 mg cada 20 dias
(5 ciclos) + docetaxel 108 mg
cada 20 dias (5 ciclos)

9/3/2023
11/3/2023
10/7/2023

Septicemia de origen no especificado

con choque hipovolémico

Si

Diabetes mellitus tipo 2

Si

Metformina

No evaluable

No evaluable

Posible
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En ambos pacientes, las RAM se presentaron posterior a la administracion del tratamiento
quimioterapéutico, estableciendo una relacion temporal compatible. En el paciente P01, la insuficiencia
respiratoria aguda secundaria a derrame pleural ocurri6 tras la administracion de un esquema basado en
rituximab, ciclofosfamida, vincristina y doxorrubicina; aunque el cuadro clinico puede explicarse por la
progresion del linfoma no Hodgkin, el derrame pleural maligno y la desnutricion, no es posible descartar
completamente la contribucion del tratamiento antineoplasico.

De manera similar, en el paciente P02, la septicemia con choque hipovolémico se presentd posterior al
tratamiento con ciclofosfamida y docetaxel, farmacos asociados con inmunosupresion y mayor riesgo de
infecciones graves, lo que aporta credibilidad bioldgica al evento.

Cabe destacar que la ciclofosfamida fue el tinico fArmaco presente en ambos esquemas terapéuticos, lo que
podria sugerir un posible papel en la aparicion de los eventos adversos; sin embargo, debido a la presencia
de multiples factores concomitantes y al uso de poliquimioterapia, no es posible establecer una relacion
causal directa. A pesar de la presencia de factores predisponentes como la diabetes mellitus tipo 2, no se
puede excluir la participacion del tratamiento quimioterapéutico en el desarrollo del evento. Por lo anterior,
ambos casos se clasifican como posibles seglin los criterios de la OMS-UMC (Shukla et al., 2021).

Si bien, la optimizacion de costos en la quimioterapia es un factor clave en la sostenibilidad del sistema de
salud, es fundamental considerar el impacto de las RAM para la seguridad del paciente. Dado que uno de
los principales objetivos de la atencion primaria, segin la Agenda 2030, es crear nuevos conocimientos de
manera global sobre los tratamientos médicos para reducir los dafios asociados a la atencién sanitaria
(Astier-Pefia et al., 2021). En la Figura 1 se muestra un arbol de decisiones de una evaluacion comparativa
entre la ciclofosfamida y la bendamustina considerando los ciclos al afio, las RAM y los costos anuales de
cada uno de los medicamentos.
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Figura 1. Comparacion de la ciclofosfamida y la bendamustina en consideracion con los ciclos al afio, las RAM
manifestadas y los costos anuales de cada uno.

Para el LNH, el tratamiento de primera linea es comprendido por un esquema de rituximab, ciclofosfamida,
doxorrubicina, vincristina y prednisona (también conocido como R-CHOP), durante 6 ciclos. Sin embargo,
ensayos como el de BRIGHT indican una mayor seguridad con un régimen de bendamustina-rituximab
(BR), durante 6 ciclos de tratamiento, a diferencia del perfil de seguridad del tratamiento con R-CHOP. Lo
cual demuestra que el régimen BR es beneficioso frente a R-CHOP, al presentar una tasa de respuesta
completa mas alta (31 % vs 25%) y una tasa de respuesta global superior (97 % vs 91 %). Aunque su perfil
de seguridad es distinto, con mayores incidencias de vomitos y reacciones de hipersensibilidad, también
muestra menores incidencias de toxicidades como alopecia, neuropatia periférica, estomatitis e infecciones
en comparacion con R-CHOP, lo que respalda su favorable perfil terapéutico (Flinn et al., 2014).
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Sin embargo, la interrupcion en los ciclos de quimioterapia constituye un problema significativo en el
tratamiento oncoldgico, siendo el desabasto de medicamentos una de las causas que impiden la continuidad
terapéutica en algunos pacientes, reflejandose en el 7.5 % de los sujetos de estudio, a los cuales se les fueron
interrumpida las terapias debido a la falta de ciclofosfamida del hospital. Cerca del 40 % de pacientes con
CM en México sufren de desabasto y el no surtimiento de medicamentos en los hospitales, seguido de los
pacientes con LLA y LNH, en donde la ciclofosfamida (IV, 500 mg), la vincristina (IV, 1 mg) y la
doxorrubicina (IV, 10 y 40 mg) son los medicamentos con mayor desabasto en el sector ptblico y privado
(Cero Desabasto, 2021). La deficiencia en el abasto de medicamentos genera un aumento en el gasto
farmacéutico, dado que es necesario recurrir a opciones mas costosas para suplir la falta del medicamento
original (Fundacion Salud por Derecho y la Organizacion de Consumidores y Usuarios, 2020).

La eleccion entre ciclofosfamida y bendamustina debe contemplar multiples variables mas alla de la
eficacia clinica, la cual se ha establecido como equivalente. El analisis comparativo muestra que la
ciclofosfamida representa una opcion considerablemente mas econémica, con un costo anual cuatro veces
menor; sin embargo, presenta una mayor frecuencia de RAM moderadas a graves, incluyendo eventos como
hemorragia gastrointestinal y riesgo de hospitalizacion.

Por otro lado, la bendamustina, aunque mas costosa y con un régimen de ciclos mas prolongado, se asocia
a un perfil de menor toxicidad, con una incidencia relativamente menor de RAM graves y sin evidencia de
problemas de suministro en los centros donde fue evaluada.

No obstante, estos resultados deben interpretarse considerando que el analisis se bas6é en comparaciones
indirectas entre estudios realizados en diferentes contextos clinicos, asi como estimaciones de costos
limitadas a los precios de los medicamentos y en un tamafo de muestra reducido, lo que puede influir en la
comparabilidad y generalizacion de los hallazgos.

Por lo que, aunque la ciclofosfamida es viable desde una perspectiva de optimizacion de recursos, la
bendamustina puede representar una alternativa preferente en pacientes con mayor susceptibilidad clinica
o en contextos donde la seguridad del tratamiento es prioritaria.

4. Conclusion

La ciclofosfamida representa una alternativa con mayor accesibilidad econémica, sin embargo, su uso se
asocia con una mayor incidencia de RAM graves y un mayor riesgo de hospitalizacion. En contraste, la
bendamustina presenta un perfil de tolerabilidad mas favorable y menor frecuencia de complicaciones
clinicas, aunque con un costo significativamente superior. En este escenario, la ciclofosfamida podria
considerarse en escenarios con limitaciones presupuestarias y bajo una vigilancia clinica minuciosa; no
obstante, factores como el desabasto hospitalario puede provocar interrupciones en la continuidad
terapéutica, por lo que debe ser considerado en la toma de decisiones. Por su parte, la bendamustina podria
ser preferible en pacientes con mayor riesgo de complicaciones o cuando se priorice la seguridad y
continuidad del tratamiento.

La interpretacion de los resultados se encuentra condicionados por el disefio del estudio, particularmente
por el uso de comparaciones indirectas, el tamafio de muestra y la estimacion de costos basada inicamente
en precios de medicamentos, lo que puede limitar su generalizacion.

Por lo que, los resultados aportan evidencia util para la toma de decisiones clinicas y farmacoeconémicas;
sin embargo, no son suficientes para proponer modificaciones en las GPC actuales, y su aplicabilidad puede
verse limitada por factores como el desabasto de medicamentos.
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Resumen

Algunos planetas y lunas estan envueltos en una mezcla de gases en diferentes composiciones fisico-
quimicas denominada atmésfera. Una propiedad importante de las atmosferas es la presién y como
una primera aproximacién para estudiarlas se utiliza la ecuacién de los gases ideales a tempera-
tura constante. En esta investigacién se presentan cuatro modelos de la variacién de la presion
atmosférica respecto a la altura, considerando la ecuacion de los gases ideales y la ecuacién de van
der Waals a las que se les acopla un gradiente de temperatura constante y uno lineal (T' = Ty — ay).
Los cuatro modelos se implementan para estudiar la variacién de la presién respecto a la altura en
los planetas Tierra, Venus y Marte y la luna Titan. Para el caso de la Tierra, se encontré que el
modelo que mejor se ajusta con datos medidos por radiosonda es aquel en el que se implementa la
ecuacion los gases ideales acoplada al gradiente de temperatura lineal.

Palabras claves: presion, atmdsferas planetarias, ecuacion de los gases ideales, ecuacion de van
der Waals, modelacion matemdtica

Abstract

Some planets and moons are enveloped in an atmosphere which is a mixture of gases with different
physical and chemical compositions. Pressure is an important property of atmospheres, and the
ideal gas equation at constant temperature is used as a first approximation to study them. In the
current research we present 4 models of atmospheric pressure. We considered the ideal gas and the
van der Waals equations coupled with a constant and a linear temperature gradient: (7" = Ty — ay).
Our models were implemented to study the variation in pressure with respect to altitude on the
planets Earth, Venus, and Mars, and on the moon Titan. In the case of Earth, we found that the
model that best fits data measured by meteorological stations is the one that implements the ideal
gas equation coupled with a linear temperature gradient.

Keywords: pressure, planetary atmospheres, ideal gas equation, van der Waals equation, mathe-
matical modelling
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1. Introduccion

Una atmésfera planetaria es una mezcla de gases atraidos gravitacionalmente a un foco de masa
suficientemente dominante al que envuelven, y que no es barrida completamente por el viento estelar
[1]. Debido a esto, tales nicleos pueden desarrollarse a partir de nubes moleculares interestelares
dentro de discos protoplanetarios [2] dando lugar a objetos astronémicos rocosos con atmdsferas de
espesor variable o gigantes gaseosos mejor conocidos como planetas, los cuales pueden estar ligados
gravitacionalmente a otros objetos orbitantes de menor tamano llamados lunas.

En el Sistema Solar existen 8 planetas y méas de 160 lunas. Entre los planetas, solo Venus, Tierra,
Marte, Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno, asi como la luna Titdn (Saturno), tienen una atmosfera
significativa (véase la Tabla 1). Aunque las lunas Tritén (Neptuno) y Ganimedes (Jipiter) también
poseen atmosferas, estas son muy tenues [3].

Tabla 1: Composicién quimica de las atmésferas para objetos del Sitema Solar. [3]

Objeto Masalkg] COs N, (o} Ar CHy; Na Ho, He Otros
Mercurio 1000 42% 2% 22% 6 % 8%
Venus 4.8 x 1020 96 % 3%
Tierra 1.4 x 102! 8% 21% 1% <1%
Marte 25x10%  953% 2.7% 1.7% 0.7%
Jupiter 1.9 x 10%7 >87T% >12%
Saturno 5.4 x 1026 90 % 5% 5%
Urano 8.6 x 10%° 2% 83 % 15%
Neptuno 1.0 x 10%6 2% 84 % 2% 2%
Titdn  1.345 x 103 95 % 5%

Existen dos variables termodindmicas muy importantes en el estudio de las atmédsferas planeta-
rias: la presion, P, y la temperatura, T'. Estas se relacionan fisica y mateméticamente mediante una
ecuacién de estado. Como por ejemplo, la ecuacién de los gases ideales [4], en la que se considera
que las particulas son puntuales y no existe interaccién entre ellas:

PV = nRT, (1)

donde n es el nimero de moles de sustancia contenido en el volumen V, y R = 8.314462J /mol - K
es la constante de los gases ideales en unidades del Sistema Internacional de Unidades (SI).

Una ecuacién de estado mds realista es la ecuacién de van der Waals [4], ya que considera el
volumen de las moléculas y las fuerzas intermoleculares entre ellas

(P + ‘gf) (V = nb) = nRT, (2)

donde la constante b representa aproximadamente el volumen de un mol de moléculas, mientras que
la constante a depende de las fuerzas de atraccién intermoleculares; estas constantes son diferentes
para cada gas y se han determinado experimentalmente, lo cual vuelve empirica a la ecuacion.

Cuando se tiene una mezcla de diferentes gases, se puede calcular un promedio de las constantes
a 'y b de la ecuacién de van der Waals siguiendo la propuesta presentada en [5]
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2
a= (Z xiailﬂ) ; (3)
i=1

=1

donde a;, b; son las constantes de van der Waals de la i-ésima especie de la mezcla, mientras que
x; es la fracciéon molar de dicha especie.

2. Ecuacién de la presion de un fluido en términos de la altura

Considérese un fluido (gas) uniforme, es decir, tanto la densidad (p) como la aceleracién debida
a la gravedad (g) tienen el mismo valor en todo el fluido. Si el fluido estd en equilibrio, cada
elemento de volumen estd en equilibrio. Ahora, considere un elemento de volumen dV, de drea A
y anchura dy, como se muestra en la Figura 1. Las superficies interior y superior que tienen area
A estan a distancias y y y + dy, respectivamente, por arriba de algin nivel de referencia donde
y = 0. El volumen del elemento de fluido es dV = Ady, su masa es dm = pdV = pAdy, y su peso
es dw = dmg = pgAdy.

Un elemento de un fAuido en reposo
con drea A y espesor dy

Figura 1: Elemento de volumen de un fluido en reposo.

Las fuerzas que actian sobre el elemento de volumen se muestran en la Figura 2. Sea P la
presion en la superficie inferior; luego, a componente y de fuerza total hacia arriba que actia sobre
dicha superficie es PA. La presién en la superficie es P + dP, y la componente y de fuerza total
(hacia abajo) sobre esta superficie es —(P + dP)A. Como el elemento de fluido esté en equilibrio, la
componente y de fuerza total, incluyendo el peso y las fuerzas en las superficies superior e inferior,
debe ser cero.

Asi, por la primera ley de Newton se tiene que ) | F,, = 0, es decir,

PA— (P+dP)A — pgAdy = 0.

Reorganizado términos, se sigue que el cambio de la presiéon respecto a la altura es:

dP
@y (5)
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Fuerza debida a la presién
P + dP sobre la superficie

superior: (P + dP)A /
s = =r- ST TR 4
ﬂ -
L- - fals - “if
/ "ldw Peso del
A

elemento fluido

Fuerza debida a la presion
P sobre la superficie
inferior

Figura 2: fuerzas queactian en un elemento de fluido dV en equilibrio.

2.1. Ecuacién diferencial de la presion para gases ideales

Dado que, el nimero de moles se define como n = m/M, donde m es la masa y M la masa
molar, y que la densidad se define como p = m/V, se sigue de la ecuacién (1) que

_ MP

P="Rrr"

Asi, de la ecuacion (5) se obtiene una ecuacién diferencial que modela la variacién de la presién en
términos de la altura, es decir,

AP MgP
dy - RT ©

Por otro lado, si se considera que la temperatura varia linealmente con la altura de forma tal que
T=T(y) =T — oy, (7)

donde Tj es la temperatura de la superficie del planeta (o luna) y a es un promedio del gradiente
de temperatura, la ecuacién (6) se reescribe como

ar___gp .
dy R(To — o)

2.2. Ecuacién diferencial de la presion para gases reales

Implementando la definicién de numero de mol y de densidad, se sigue que para el caso de la
ecuacién de van der Waals (ecuacion (2)), la densidad se puede expresar de la siguente manera

_ V2PM + Man?
~ V2(RT + Pb) + abn?’

p 9)

Luego, de la ecuacién (5) se obtiene la variacién de la presién respecto a la altura

ar (VZMP + an®M)g
dy — V2(RT + Pb) + abn?’

(10)
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Atmosfera

Figura 3: Volumen de la atmosfera a cierta altura y.

Ahora, si se toma en cuenta un gradiente de temperatura como el definido por la ecuacién (7), la
variacion de la presién en términos de la altura se puede expresar como

ar (VEZMP +an®M)g
dy  V2[R(Ty — ay) + Pb) + abn?]’

(11)

El volumen considerado en las ecuaciones (10) y (11) es el que se forma desde la superficie
del cuerpo celeste hasta cierta altura y, como se observa en la Figura 3. Este se calcula como la
diferencia entre el volumen de dos esferas concéntricas de radios R, +y y R,, es decir,

Vi(y) = 4% [(Rp+v)’— R, (12)

donde R, es el radio del cuerpo celeste y y es la altura medida sobre su superficie.

3. Soluciones de las ecuaciones diferenciales de la presién

3.1. Gases ideales: Soluciones analiticas

Considerando que para y = 0 (nivel del mar) la presién es P = Py, por integracién directa
de la ecuacién (6), se sigue que la presién en términos de la altura, considerando un gradiente de
temperatura constante, se puede calcular como

P(y) = Prexp (—i%) . (13)

Andlogamente, al integrar la ecuacién (8), se obtiene que la presién en términos de la altura,
considerando un gradiente de temperatura lineal, se puede calcular como

Mg

Ply) = P, (1 - Oj‘g) " (14)

Las ecuaciones (13) y (14) representan a los Modelos I y II, respectivamente. Las constantes
planetarias a nivel del suelo: presion, Py, temperatura, Ty, v densidad, pg, asi como gravedad, g y
el radio, R,, de los cuerpos celeste son tomadas de [6], y se enlistan en la Tabla 2.
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Tabla 2: Constantes planetarias.

Cuerpo TylK] g[m/s?] Py[Pa] Ry[m]  polkg/ m?]
Venus 713.15 8.9 9.2x5% 6052000 65
Tierra 288.15 9.81 101325 6378000 1.225
Marte 208.15 3.7 1000 3396000 0.020
Titan 93.7 1.37 150000 1222116 5.3

3.2. Gases reales: Soluciones numéricas

Las ecuaciones (10) y (11) no tienen solucién analitica, estas se resuelven de manera numérica
implementando la funcién solve_ipv del subpaquete integrate de la libreria scipy [8] de PYTHON.
El algoritmo de integracién que se implementa en esta funcién es el Runge-Kutta de orden 5, y se
toma como condicién inicial P(0) = Py. Las ecuaciones (10) y (11) representan a los Modelos III y
IV, respectivamente.

4. Indicadores estadisticos de validacion de modelos

Para una muestra de N observaciones O; y sus correspondientes predicciones P;, obtenidas a
través de un modelo, el error absoluto medio (MAE) y la raiz del error cuadrdtico medio (RMSE)
son

N
1
MAE = — ;:1: P — O], (15)
1 N
— _ . ().)2
RMSE = | ;:lj(PZ 0:)2. (16)

Si bien, ambos indicadores se han utilizado para evaluar el rendimiento de modelos durante muchos
anos, no existe consenso sobre la métrica més apropiada para los errores de los modelos [7]. Por lo
que se complementan con tres indicadores sugeridos en [9], que se utilizan principalmente para medir
qué tan bien coinciden los valores predichos por un modelo climétolégico, ambiental o hidrolégico
con los datos observados.

El indice indice de coincidencia (d) es una medida estandarizada del grado de error de prediccién
del modelo. Se calcula como se muestra en la ecuacién (17):

N
> (P -0))
d=1- —"= , (17)
> (1= Pl+]0: - 0])’

=1

donde P y O son las medias de los datos predichos y observados, respectivamente. Este indice es
adimensional y varfa entre 0 y 1. Un valor de 1 indica una coincidencia perfecta, y 0 indica que no
hay ninguna coincidencia [10].
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El coeficiente de eficiencia de Nash-Sutcliffe (NSE) mide la magnitud relativa de la varianza
residual en comparacién con la varianza de los datos observados, lo que indica qué tan bien se
ajusta una grafica de datos observados frente a datos predichos a la linea 1:1. Se calcula como se
muestra en la ecuacién (18)

N
> (-0
NSE=1-2L (18)

Este coeficiente varia entre —oo y 1; y cuanto més cerca de 1, mas preciso es el modelo. NSE =1
corresponde a una coincidencia perfecta entre el modelo y los datos observados. NSE = 0 indica que
las predicciones del modelo son tan precisas como la media de los datos observados. —oo < NSE < 0
indica que la media observada es un mejor predictor que el modelo [11].

El sesgo porcentual (PBIAS) mide la tendencia promedio de los valores predichos a ser mayores
o menores que los observados. Se calcula mediante la ecuacién (19):

N

> (Pi—0y)

PBIAS = 100~ ————. (19)
>0
=1

El valor éptimo de PBIAS es 0, y los valores de baja magnitud indican una prediccién precisa
del modelo. Los valores positivos indican un sesgo de sobreestimacién, mientras que los valores
negativos indican un sesgo de subestimaciéon del modelo [12,13]. Los valores de PBIAS pueden
interpretarse como muy bueno si |PBIAS| < 10 %, bueno si 10 %< |PBIAS| < 15 %, e insatisfactorio
si [PBIAS| > 25% [9].

5. Resultados: datos reales vs. modelos

Se presentan cuatro modelos diferentes para estimar la presiéon en atmosferas planetarias. Los
Modelos I y II tienen solucién analitica, mientras que los Modelos III y IV se resuelven numérica-
mente:

Modelo I: Ecuacién de estado de los gases ideales acoplada a un gradiente de temperatura cons-
tante cuya solucién analitica viene dada por la ecuacién (13).

Modelo II: Ecuacién de estado de los gases ideal acoplada a un gradiente de temperalineal, cuya
solucién analitica estd dada por la ecuacién (14).

Modelo III: Ecuacién de estado de van der Waals acoplada a un gradiente de temperatura cons-
tante. Este modelo no tiene solucién analitica (véase la ecuacién (10)).

Modelo IV: Ecuacién de estado de van der Waals acoplada a u gradiente de temperatura lineal.
Este modelo no tiene solucién analitica (véase la ecuacién (11)).

En la Tabla 3 se presentan los valores de las constantes a y b de la ecuacion de van der Waals para
una mezcla de gases, asi como los valores de la masa molar, M, requedidos en los modelos. Estos
se calcularon de acuerdo a la composicién quimica de las atmodsferas planetarias que se muestran
el la Tabla 1.
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Tabla 3: Constantes de van der Waals y masa molar M de las atmédsferas planetarias

Cuerpo a[10°Pa-m®kmol=2] b[m3.kmol M [kg-mol~! ]

Venus 3.4070 0.0421 0.04345
Tierra 1.3828 0.0375 0.02857
Marte 3.4182 0.0423 0.04270
Titan 1.4227 0.0393 2.74115

5.1. Comparaciéon de los modelos para el planeta Tierra
5.1.1. Recopilacion de datos

Para discernir cual de los cuatro modelos se ajusta mejor a las condiciones atmosféricas reales del
planeta Tierra, se compararon los datos arrojados por los modelos con mediciones recopiladas por
Radiosonda, en concreto la radiosonda con clave 76805 que se lanza desde la Ciudad de Acapulco,
Guerrero, México, a 3 m sobre el nivel del mar. Los datos se encuentran disponibles en el Directorio
de Datos de Sondeo del Archivo Global Integrado de Radiosondeos (IGRA por sus siglas en inglés) de
la Oficina Nacional de Administracién Ocednica y Atmosférica (NOAA por sus siglas en inglés) [14].
La fecha y lanzamiento utilizados son los de 30 de junio de 2025 a las 12:00 UTC. Ademas, se
implementé un gradiente de temperatura a = 6.5 x 1073 Kkm ™! [15] para los Modelos I y IV.

5.1.2. Comparacion de modelos

En la Figura 4 se muestran las curvas obtenidas, presidn vs. altura, de los modelos descritos
previamente, asi como los datos medidos por la radiosonda 76805 el 2 de febrero de 2025. Se puede
observar, cualitativamente, que el Modelo II es el que mejor se ajusta a tales mediciones. Cabe
mencionar que se realizé un andlisis similar para datos medidos el 1 de enero de 2000, el 7 de enero
de 2005 y el 9 de enero de 2024, obteniendose resultados muy similares a los presentados en la
Figura 4.

En la Tabla 4 se muestran los valores del MSE, el RMSE, el indice d, el NSE y el PBIAS para
la comparacion de los cuatro modelos y los datos observados. Los calculos de estos indicadores se
realizan implementado la paquetria hydroGOF [16] de R Studio.

El Modelo II posee los valores mas pequenios de MAE y RMSE, mientras que el Modelo III es
el que presenta los valores mas grandes. Esto implica que, segtin estos indicadores, el Modelo 1T es
mejor que los Modelos I, IIT y TV. Asimismo, el Modelo II posee un indice de coincidencia d muy
préximo a 1, lo que indica que la prediccién de este modelo es muy buena. El NSE del Modelo 1T
es el mejor, esto se puede observar en la Figura (5), donde se muestra como los datos predichos y
observados se ajustan, casi perfectamente, a la linea 1:1; mientras que existe una mayor dispersion
para el Modelo III. Finalemente, para el Modelo II se observa que |PBIAS| < 10 %, lo que indica
que el modelo es muy bueno, pese a que los datos predichos son mayores a los observados, ya que
PBIAS < 0; en contra parte, el Modelo I1I es el mds insatisfactorio de todos, ya que |PBIAS| > 25 %.

De acuerdo con los indicadores mostrados en la Tabla 4, el Modelo I también muestra un buen
desempeno. Tanto el indice d como el NSE estdn muy cerca de 1.0, y el [PBIAS| < 10%. Sin
embargo, en este modelo se asume que la temperatura de la atmosfera terrestre es constante, lo
cual es fisicamente inconsistente, ya que la temperatura de la atmosfera varia segin sus capas.
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Figura 4: Grafica altura vs. presién con datos observados y predichos por los modelos.

Tabla 4: Indicadores estadisticos para la comparacion de datos predichos con datos observados por
la Radiosonda el 2 de febrero de 2025.

Modelo MAE [kPa] RMSE [kPa]  d NSE  PBIAS[%]
I 1.48829 2.66566  0.99807 0.99261 7
11 1.15912 143824 0.99946 0.99785  -4.4
111 4.56886 225735  0.87615 0.47040  69.2
v 4.08679 19.0534 091522 0.62269  54.9

5.2. Modelacion de la presiéon atmosférica en Venus, Marte y Titan

Para estudiar la variaciéon de la presiéon atmosférica respecto a la altura en los planetas Venus
y Marte, asi como en la luna Titédn, se implementaron los cuatro modelos propuestos. No obstante,
no fue posible realizar una comparacién con datos reales ya que no se cuenta con una base de datos
meteoroldgicos para tales atmédsferas.

5.2.1. Venus

Para estudiar la presién atmosférica en Venus se asume un gradiente de temperatura adiabatico
a =9Kkm™! en una capa atmosférica de 33 km por debajo de las cima de las nubes compuesta
principalmente de diéxido de carbono [18]. En la Figura 6 se muestra cémo varia la presién at-
mosférica de Venus en términos de la altura para los cuatro modelos implementados. Se observa
que en los Modelos I y II la presién disminuye de manera exponencial. Este resultado concuerda
razonablemente bien con el gradiente adiabatico para una atmosfera predominantemente de diéxi-
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Figura 5: Relacién entre los datos observados y los datos predichos por los modelos presentados.

do de carbono a las temperaturas y presiones ambientales de Venus [19]. Sin embargo, para los
Modelos IIT y IV la presién disminuye de manera casi lineal.

5.2.2. Marte

La atmésfera de Marte estd compuesta principalmente de didéxido de carbono (95 %), nitrégeno
molecular (2.85%) y argén (2 %) [20]. El gradiente de temperatura usado para modelar la presién
en la atmésfera de Marte es o = 1.5 Kkm ™! [15]. En la Figura 7 se observa cémo para los Modelos
I y III la varicién de la presién respecto a la altura es casi la misma, y disminuye de manera
exponencial. Algo similar ocurre con los Modelos IT y IV, siendo estos donde el decaimiento de
la presién es mas rapido. Derivado de estudios realizados por la sonda Mariner 9 en 1974, se ha
estimado que la presién en la atmédsfera de Marte es de 72 Pa [21] a una altura de 21.287km, en
lo que se conoce como Monte Olimpo [22]. En contraste, con el Modelo II (mejor ajuste para la
Tierra) se ha logrado estimar una presién de 106 Pa a dicha altura; mientras que para los Modelos
I, IIT y IV se han estimado valores de 143 Pa, 1146 Pa y 109 Pa, respectivamente.

5.2.3. Titan

La atmosfera inferior de Titdn estd compuesta principalmente de nitrégeno (94.2 %), metano
(5.65 %) e hidrégeno (0.099 %); también se pueden encontrar trazas de etano, diacetileno, metilace-
tileno, acetileno, propano y otros hidrocarburos policiclicos aromdticos [23]. El gradiente de tempe-
ratura implementado para modelar la presién en la atmésfera de Titan es o = 8. 2Kkm ™! [15]. En
la Figura 8 se observa cémo la presiéon varia muy similarmente para los Modelos I y II. Lo mismo
sucede para los Modelos III y IV. Puede observarse, también, que la presién decae abriptamente a
pocos metros sobre la superficie de la luna.
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Figura 6: Venus

Presion en funcion de la altura - Marte
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Figura 7: Marte

6. Conclusiones

El presente estudio abordé el problema de estimar la variacién de la presion en las atmdsferas
planetarias respecto a la altura. Una de las principales contribuciones de este trabajo fue introducir
un gradiente de temperatura lineal a las ecuaciones de estado de los gases ideales y la ecuacion de
van der Waals para gases reales, en las que generalmente se asume que la temperatura es constante,
lo cual no es fisicamente correcto, ya que la temperatura en la Tierra disminuye con la altura.

Se presentan cuatro modelos para estimar la presiéon atmosférica respecto a la altura. Los
Modelos I y IT tuvieron soluciones analiticas, mismas que estédn descritas por las ecuaciones (13) y
(14), respectivamente. Mientras que para los Modelos III y IV, que no tienen solucién analitica, se
utilizé la funcién solve_ipv del subpaquete integrate de la libreria scipy de PYTHON para hallar
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Figura 8: Titan

las soluciones numéricas a ambos modelos.

Los cuatro modelos propuestos se implementaron para estimar la presién atmosférica de la
Tierra, y se compararon con datos tomados, el 6 de febrero de 2025, por la Radiosonda de la
estacion meteorolégica 76805 en Acapulco, Guerrero, México. Se encontré que de acuerdo con los
indicadores que miden el MAE, el MSRE, el indice d, el NSE y el PBIAS, el Modelo II es el que
mejor se ajusta a los datos medidos por la Radiosonda, pese a que este modelo esta basado en la
ecuaciéon de estado de los gases ideales. Para el Modelo I, los indicadores también son buenos; sin
embargo, en este modelo se asume que la temperatura de la Tierra es constante, lo cual no puede
ocurrir ya que esta varia con la altura.

Con base a los indicadores empleados, los Modelos 111 y IV —derivados en la ecuacién de van der
Waals— no tuvieron un buen desempeiio en relacién a los datos observados como se esperaba, a pesar
de que la fisica implementada en tales modelos es mas realista. Este hecho quizas se deba a que el
volumen de la atmosfera es muy grande comparado con el volumen de las moléculas, provocando
que el gas se comporte de manera ideal. No obstante, el Modelo IV es ligeramente mejor que el
modelo III, ya que en este se asume que la temperatura varia con la altura.

Asimismo, se implementaron los cuatro modelos para estudiar el comportamiento de la presién
atmosférica en los planetas Venus y Marte, asi como en la luna Titdn. En casi todos los casos, se
encontré que la presién disminuye de manera exponencial. Sin embargo, para estos tres cuerpos
celestes no fue posible hacer una comparacién con datos reales, ya que desafortunadamente no
existe, hasta el momento, una base de datos que tenga registro sobre cémo varia la presién respecto
a la altura en tales atmosferas.
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Abstract

In this paper, a first study of the integrals and differentials of type («, k, P) was carried out.
A generalization of the k-fractional operators proposed in previous works for one-variable functions
was obtained, alongside with the trajectory fractional recently proposed. Relevant associated func-
tion spaces were proposed and studied, as well as basic properties concerning this generalization.
Moreover, it was proven that several known fractional derivatives and integrals are particular cases
of our proposal and finally, we complemented with fundamental theorems of calculus for these op-
erators.

Keywords: Fractional Integral, Fractional Derivative, k-Riemann-Liouville operators,
(v, k, P)-Riemann-Liouville operators, function spaces, path choices, arc-length functions.

Resumen

En este trabajo se llevé a cabo una primera investigacién sobre las integrales y diferenciales
de Riemann-Liouville de tipo («,k, P). Se obtuvo una generalizacién de los operadores k-
fraccionarios para funciones de una variable planteados en trabajos previos, en conjunto los con
operadores fraccionarios de trayectoria para funciones de varias variables recientemente propuestos.
Se definieron los espacios de funciones relevantes asociados a dichos operadores y se exploraron
primeras propiedades sobre los mismos. Asimismo, se proporcionaron ejemplos de derivadas e in-
tegrales fraccionarias conocidas que resultan como casos particulares y finalmente, se complementé
el estudio con los teoremas fundamentales del cdlculo correspondientes a estos operadores.

Palabras claves: Integral fraccional, derivada fraccional, k-operadores de tipo Riemann-Liouville,
(a, k, P)-operadores de tipo Riemann-Liouville, espacios de funciones, eleccion de trayectorias, fun-
ciones de longitud de arco.

Recibido: 16 de octubre de 2025. Aceptado: 25 de mayo de 2026. Publicado: 31 de agosto de 2026.

1 Introduction

Fractional Calculus consists of the analysis and application of differential and integral operators
of arbitrary real or complex orders. What is more, due to the efforts of many other researchers
on the generalization and abstraction of these ideas [1], [2], [3], we could affirm that Fractional
Calculus intersects with the investigation of general linear operators defined on function spaces of
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interest, which generalize the concept of derivatives and integrals. Its origins trace back to the
time of L’Hopital and Leibniz and since then, the field has experienced a steady but constant
growth (see [4] for a historical overview or [5, Ch. 1] for a complement). To the present, Fractional
Calculus has proven to be useful to model a wide of phenomena, featuring population dynamics
[6], [7], [8], electrical circuits [9], [10], [11], epidemics [12], [13], [14], classical mechanics [15], [16],
[17], anomalous diffusion [18], [19], [20] among others. The memory and non-locality properties of
certain fractional operators [21], along with their potential to enhance the precision of models that
traditionally rely on ordinary derivatives [22], [23], have brought within an increase of the trend on
recurring to the fractional approach.

On the theoretical front, while substantial work has been done to demonstrate the potential of
fractional operators across various fields [4], [24], [25], much remains to be explored. For instance,
a comprehensive and unified theory of Fractional Differential Geometry has yet to be developed
and consequently, many improvements are still to be done in the realm of Multivariable Fractional
Calculus. In this sense, many efforts have been carried out [4], [24], [26] to explore different avenues
for the development of this area; in particular, Balcdzar-Araiza et al [27] proposed a trajectory-
dependent approach that generalizes both the one-variable Riemann-Liouville fractional operators
and the integral of a scalar field w.r.t. the arc-length of a regular path, which showcased both
theoretical and applied potential for further research and modeling (e.g. [28]). Simultaneously,
in articles such as [29], [30] an extension of the one-variable Riemann-Liouville derivatives was
implemented via the addition of an additional parameter and the incorporation of the generalized
k-Gamma function [31]. Hence, our goal in this project is to unify both approaches to devise a
more general object known as the Riemann-Liouville integral of type («, k, P), which encompasses
each of the aforementioned fractional operators in the realm of several-variables functions.

2 One-Variable Riemann-Liouville k-Fractional Calculus

Notation 2.1. From now on, unless anything else is specified, we will denote Rsq := (0,00) and
R>¢ :=[0,00).

In [31], Diaz and Pariaguan, while studying problems related to combinatorics and the perturba-
tive computation of Feynman integrals, introduced the generalized k-Gamma function I'y(z), a
one-parameter generalization of the classical gamma function I'(x) with the property I'; (z) = I'(x).
Shortly after, a variety of new extensions of the classical fractional operators were introduced in
the literature, nowadays known as k-fractional operators.

Definition 2.1 ([31]). Let k € Ryg and z € C. The k-Gamma function I'y(z) is defined as
o tk
T'k(2) :/ e” Ft*7ldt, Re(z) > 0.
0

Notice that when & — 1, we have I'y(z) — I'(z), where I'(-) denotes the classical Gamma
function. Moreover, we have the following properties whose proof is contained in [31].
Proposition 2.1. Let k € Rsg. The k-Gamma function satisfies the following properties:

(i) Fk(z + k) = zf‘k(z).

(ii) If T'(+) is the classical Gamma function, then

Ti(z) = ki~'T (%) , 2€C, Re(z) > 0. 1)
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In [29], Mubeen and Habbibulah introduced the k-Riemann-Liouville fractional integral, subse-
quently extended to the k- Weyl-Liouville fractional integral in [32].

Definition 2.2. Let o, k € Ry and f € L([a,b]), —00 < a <b < co. The k-Riemman-Liouville
fractional integral of order « is defined by

15910) = g | 0= 0E 10 2 e o) )

Observe that, due to relation (4) and [4, Theorem 2.7], the operator Iéi’k) converges (in the
pointwise sense) to I3, as k — 1, i.e., we recover the classical Riemann-Liouville fractional integral

of order a ([5], [33]).

The following definition is adapted from [30, Definition 6].

Definition 2.3. Let a,k € Rog and n € N such that n = [a/k] + 1, f € L([a,b]) and [;*"*f(t) €
C"([a,b]); the k-Riemann-Liouville fractional derivative of order « is given by

d

D) o= (§) IR r@), o€ il ®)

(a,k)

Moreover, according to [30, eq. (I.11)], we can express I,
Liouville fractional integral as

in terms of the classical Riemann-

19 = kRl (4)
From equation (3) and (4), it also follows that
Dk = k¥ D, (5)

Here, I7, and D} are the classical Riemann-Liouville fractional operators of order v ([5], [33]).

3 Path Choices

Notation 3.1. For the rest of the paper, given some intervals [a,b], [c,d] C R, let us set

Diff | ([a,b], [c,d]) := {f : [a,b] = [c,d] - f,f~' e C[a,b],[c,d]) and f > 0}.
Moreover, for [a,b] = [c,d] we let Diff 4 ([a,b]) := Diff  ([a, b], [a, b]).

In [27, Definition 2.3], trajectory-dependent generalizations for the Riemann-Liouville fractional
integrals were given; however, not only a positive order but also a trajectory must be given to
evaluate the integral of the given scalar field along such curve. If we repeat this process for every
point x in the domain into consideration, we are implicitly assigning a parametric curve to every
X to be used to compute our fractional trajectory integral. We formalize this idea as follows: first,
let us define the set of C’-class simple regular curves parametrized on [0,1] ending on
points of U as

¢I(U) == {y € C’([0,1],RY) : 4/ # 0, v is one-to-one and (1) = x, for some x € U}.

Definition 3.1. A j-th order path choice on U is a function P : U — ¢ (U), such that

https://revistajobs.ujat.mx 82


https://revistajobs.ujat.mx

Balcdzar-Araiza et al.

Journal of Basic Sciences vol. 12 (34), p. 80-100 , mayo-agosto 2026

(PC) for every x € U and every t € [0, 1] we have Im(P(P(x)(t))) C Im(P(x)).

For j =00, P: U — €®(U) is a smooth order path choice on U. Moreover, we use the
notation P(x) = vx and given a path choice P : U — & (U), we say that U is a P-set if U is path-
connected and for every x € U, 7x((0,1]) C U. Moreover, the set of initial points determined

by P is defined as

Zp = {(0) eRY: x € U}

and let us use the notation ax := vx(0) (see Figure 1).

Figure 1: Graphical depiction of the path choice concept

Remark 3.1. From now on, we assume that for each P : U — ¢€I(U) to be considered, U

constitutes a P-set itself.

2

xTr
ié.3m4

z1

a=20

V =R?

(71,601)

Py(r1,61)

\

(rg,02)
Py(ra,02)

Figure 2: Graphical representations for the path choices discussed in Examples 3.1, 3.2 and 3.3

The geometrical treatment of curves motivates the subsequent notion.

Definition 3.2. Two path choices P : U — &/ (U) and Q : U — ¢I(U) are said to be equivalent

if for every x € U there exists hy € Diff ([0, 1]) such that

https://revistajobs.ujat.mx

83


https://revistajobs.ujat.mx

Balcdzar-Araiza et al. Journal of Basic Sciences vol. 12 (34), p. 80-100 , mayo-agosto 2026

After determining a path choice P : U — €J(U), the following arc-length function s(p) -
U x [0,1] = R>g is induced as the mapping

t
(e ()= [ ri(ar. ¢ 0.1 (6)
In particular, in equation (6), we adopt the special notation for ¢ = 1:

sp(x) := s(px)(1). (7)
The following result states that equivalent path choices share the same arc-length functions.

Lemma 3.1. Let P: U — ¢ (U) and Q : U — & (U) be equivalent path choices. Then for every
x € U there erists hy € Diff {([0,1]) s.t. s(px) = S(@x) © hx. In particular, for t = 1, the total
arc-length functions agree and sp(x) = sg(x).

Proof. By hypothesis, for every x € U there is hyx € Diff 1 (][0, 1]) such that the identity P(x)(7) =
Q(x) o hx(7) holds, whence we obtain P(x)'(1) = [Q(x) o hx(7)]R) (7). Taking norms yields

HP(X)'(T)H = HQ(X)’ o hx(T)H h (7).

By integrating this equality from 0 to t, we obtain

t t
Spo (1) = /0 |P(x)'(r)]| dr = /0 Q) © hu(7)| Ha(r) dr.

Considering the variable change u = hx(7), we obtain

hx(t)
s(po(t) = /0 1Q) ()] du = 5,9 (hx (1)),

which proves the first claim. Recalling the notation introduced in (7), and setting ¢ = 1 we obtain
sp(x) = sg(x), which completes the proof. O

On the other hand, as a consequence from condition (PC) in Definition 3.1, it follows that for
each pair of parameters t,t' € [0, 1], there must exist some 7 € [0, 1] depending on ¢t and ¢’, such
that

P (7 (8)) (') = 7x(7)- (8)

In addition, notice that the injectivity of 75 implies that v ! : Im(7x) — [0,1] is bijective, whence
the map gxt := 5! 0 P(x(t)) : [0,1] — [0,1] constitutes a diffeomorphism, because of the differ-
entiability of P(vx(t)) and vy, alongside with the fact that v, # 0, which by the Inverse Function
Theorem implies the differentiability! of 7! and the claim follows (see Figure 3). In other words,
P(7x(t)) = 7x © gx and by injectivity, 7 = g¢x+(t'), whence

Py () (t') = 7x © gu (1) 9)

'Here we mean differentiability in a broader sense, defined over more general types of subsets in R", such as the
closed sets conformed by vx([0,1]): we say that f : X C R" — R™ is differentiable at a point if it can be locally
extended (on a neighborhood of X) to a differentiable function. See, e.g., pages 1 and 2 from [34].
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| i |
0 7(t, 1) 1

Figure 3: Graphical Analysis of Condition (PC)

What is more, let us define P, : U — €9(U) as P,(x) := P(7x(t)). We have that

(50 (1) = /HPt Hdu—/ 1 P) (g () e ()
= [T 1P6 @0 = s () (@ = )

and in view that s p (t") = 8(Pryx(t)) (t'), we have

Uxt = 5Py © S(Prx(t)): (10)

which constitutes an alternative and more explicit expression of the diffeomorphism gy ;. The latter
fact will be relevant for further results, so let us state it separately.

Proposition 3.1. Let P: U — &/ (U) be a path choice. It follows that
S(P(t) ') = (o) (axe (), ' €10,1].
In particular, when t' =1, sp(yx(t)) = S(Px) (t).

Example 3.1. Given a = (ay,...,aq) € R? with U > a being a star set with respect to a, a simple
path choice on U 1is given by the assignation
P:U—ce(U)
x = P(x)(t) :==a+ (x — a)t.
In fact, in this case we have Ip = {a}, sp(t) = t]x — a|| and sp(x) = [|x — a|| (Figure

2). This case and its generalization for any path choice from a single point (Ip = {a}) were
extensively studied in [28, Ch.2].
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Example 3.2. Let U = [[:"[a;, bi] for 2m real numbers a1, ..., am, b1, ... by such that a; < b;.
A simple path choice on U is given by the assignation

P U —e¢(U)
X = Pi(x)(t) := x4+ (a; — x; + (x; — a;)t)é;,

for eachi=1,...,m. In fact, in this case we have Ip, = {a;&;} (for m =3 see Figure 2).

Example 3.3. Let V = R? with polar coordinates (r,0) (Figure 2). A pair of path choices on V
are given by

Py:V = ¢(V)
x — Py(r,0)(t) := (r, 6t)

and

PV = e(V)
x — P(r,0)(t) := (rt,0).

Hence, Ip, = {(r,0) : 7 > 0} and Zp, = {(0,0) : 0 <0 <27} = {(0,0)}.

To conclude this section, the following useful result provides operational rules for the arc-length
function to be used later.

4 Riemann-Liouville Integrals of Type (a, P)

Definition 4.1. Let o > 0 and P a j-th order path choice on U C R® for some j € N. For
f:U — R, the Riemann-Liouville fractional integral of f of type (o, P) at x is defined as

1 1
Ipf(x) = )/0 [5P(x) = s(px) (1)]* 7 (3(1)) || (1) ||t (11)

N
Example 4.1. When P is chosen as in Example 3.2, the fractional integral I%f(x) s precisely
the Riemann-Liowville partial integral of f of order o with respect to the i-th variable (e.g. [33, eq.

1 Ti f(ml,...,xi_l,t,xiﬂ,...,xn)
@ /., (i — e

(3

I3 f(x) = dt.

Example 4.2. The integrals of type (o, P;) and (o, Py) constitute polar analogues of the ones from
the last example; let us recall that when we endow R? with polar coordinates, the arc length of a
curve [a,b] >t — (r(t),0(t)) is given by the integral

/b V()2 + ()20 (t)2dt,

as the metric in this case is given by the differential form dr®+r df?. Consequently, Il%rf(r, 0) =
rIg, f(rt, 9)‘75:1 and Il%ef(r, ) = (rO)*Ig f(r, et)‘t:r
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Example 4.3. As the reader may expect, a similar treatment could be carried out in spherical and
cylindrical coordinates: for the first case we should consider the metric dr’+r d6%>+dz? and the path
choices P.(r,0,2)(t) = (rt,0,z), Py(r,0,2)(t) = (r,0t,z) and P,(r,0,z) = (r,0,2t). Analogously,
for the spherical setting the metric dp> + p df? + psin@ dp? serves for the arc lengths and suggested

path choices are P,(p,8,9)(t) = (pt,0,9), Pa(p,0,¢)(t) = (p,0t, @) and Py(p,0,¢)(t) = (p,0,pt).
In turn, we get the following integral operators:

I f(r,0,2) = r*1g, f(rt, 0, 2)|¢=1, Iloégf(r, 0,z) = (r0)*1Ig, f(r,0t, 2)|s=1,
I]%zf(ra 07 Z) = Zalgq_f(ﬂ 97 Zt)|t=17 Iloép (ptv 0, 90) = pal[()l—&—f(pta 07 90)|t=17
Ilajg (pv Qt, ()0) = (pe)al(()l+f(p7 9t7 (P)’t=17 I?D(p (pa 07 (Pt) = (P sin 9)a13+f(,0a 07 (Pt)‘t:L

Example 4.4. Additionally, equation (11) generalizes fractional directional integrals defined over
straight segments (Exzample 3.1) as in [26, eq. (14)]. Specifically,

I5f(x) =[x —a|*Ig} f(a + (x — a)t) =1,
where the integral term in the last equation is precisely the definition proposed in [26].

Just as it happened with the arc-length function s p ) (t), the following result shows that this
integral does not depend on the path choice function.

Proposition 4.1. For two equivalent path choices P,Q : U — & (U) we have 13 = Ig for a > 0.
Proof. By (11) and Lemma 3.1 we have that

1

1
Ipf(x) = F(a)/o [sp(x) = sy ()] f (v () || Vo (1)]] dt

1
= r(la) /0 [50(%) = 5(Qu0 (hx()) ] F (Y@ (hsc(1))) |7y e (e (£)) || P (2) it

Now let u = hx(t). Then

1
I87(x) = F(la) /0 [50(%) — 5000 (@] "™ (oo (@) | ()| du = I3£ ().

Since the previous identity holds for every x € U, we conclude that I3 f = I, 5 fonU. O

As pointed out in [35], in analogy with the classical Riemann—Liouville fractional integrals, we
may regard I3 f as integrals of f o~y with respect to the Lebesgue-Stieltjes measure

(sp(%) = 5(px) ()
I'a+1) ’

HPax ‘= —

induced by « and P, for each x € U. Therefore, in the context of LP spaces defined on abstract

measure spaces, we propose the following extension.

Definition 4.2. For a >0, U C R%, a path choice P : U — €/ (U) and 1 < p < o0, let us define
LI(JmP)(U) ={f:U—=R: fore e LP([0,1]; pta,px), Vx €U},

endowed with the norm

1712z, ,, = sup { (BIFP G
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Notice that I3 f exists on U as long as f € L%a, P)(U), so the latter space is the biggest one such
that I3 f exists. Actually, it is immediate to reinforce this fact.

Proposition 4.2. Let 1 < p; < py <oco. Then L¥? , (U) C LP* ,(U) .

(a,P) (a,P)
Proof. Using [36, Corollary 2, p. 397], we have H fie px . < x| ftn, px . with cx defined as
o pP2—P1
(7;15051)1)) P2 if py < 0o and
Cx ‘— N 1
(7?(30(41)1)) " if pa = oo.
Taking supremes over every x € U we achieve the desired result. O

Another way of expressing I# consists of defining the pre-processing operator Q; : L%a P) U) —
LY([0, 8p(x)], fta.px) and the post-processing operator Qs : L'([0, sp(x)], ta.px) — L%a P)(U)
as

(Q1 f(x))(0) = f 07 © 5(p ) (0) and (Q2 g)(x) = g o sp(x), (12)

respectively. It is straightforward to verify that Qs is the inverse of Q1. Indeed, for g € L*([0, 1], fta,px)
we compute

(Q29)(x) = g (s(px)(1))

By Proposition 3.1, if we consider ¢t = 3(_131,x) (o) we have

*(Pawosi @) () = SEax(e) (1) = s (t) = 0

and therefore (Ql(Qg g)(x)) (o) = g(o). On the other hand,

02(Q11)(0)(x) = f(x(5(p ) (sP(x)))) = F(1x(1)) = f(x).

In this way, by unifying the notation of the operators in equation (12), let Qp := Q;, whence
Q9 = Ql_gl and note that

1

sp(x)
B0 = g [ (sp) =) s (o)

it follows that the equivalent representation of equation (11) is
Ipf(x) = Qp' o I§, 0 Qpf(x). (13)

The extension proposed in Definition 4.1 also satisfies a semigroup-like property, which simul-
taneously extends the corresponding property of the classical Riemann-Liouville integrals.

Proposition 4.3. Let f € L%a P)(U) with a, 3> 0 and a path choice P : U — ¢1(U).

a) limg_o+ Ipf (%) = f(x).
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b) Let f € L%LP)(U). Then
I3(I0F) (%) =I5 f(x), vxeU. (14)

Proof. For a) we can use (13) alongside with the property:

lim I, /() = /()

a—0t

(cf. [4, Theorem 2.7]) and b) follows from (13), together with [37, Theorem 2.2]. O

Remark 4.1. Analogously to [27, Remark 2.1], the previous result allows us to adopt the convention

19,£(x) = f(x).
Another ordering result is given in terms of the integration orders.

Proposition 4.4. Let 0 < B < a, P: U — ¢ (U) and assume that x — sp(x) is bounded on U.
For each q > 1, it holds that L‘(Iﬁ p(U) C L‘(Ia ().

Proof. Let f € L?ﬁ P)(U ). Due to the semigroup property,

Sp (X)aiﬁ

Ioz q — IaiBI'B q < q
PG = 1560 < ot A
Now it suffices to take g-th roots and supremums over x € U to conclude that f € L‘(]a P)(U),
since sp(x)*# is bounded and o — 3 > 0 by hypothesis. O

Corollary 4.1. L%va) C L%LP)(U) - L%Q’P)(U) forany 0 < B <1 and o> 1.
Before continuing, let us introduce the subsequent analogues of the C™ spaces.
Definition 4.3. We define the space of («, P)-continuous functions on U as
Clap)(U):={f:U—-R: fO’)/x,U,Ia’PJ( e C[0,1], Vx e U},
endowed with the norm
o !/
HfHC(&,p) = ilelg {Hf © ’Vxlua,P,XHC([OJ])} :

Additionally, we naturally define the space of («, P)-continuous functions of order n as
Oy (U) = {f :U 5 R fore € C"H([0,1]) and f o yxity py € C([0,1]), ¥ x € U},

equipped with the norm
L / (n)
HfHC(n(LP) = )S(lélg { Hf o ’)/XHCn—l([O’H) + H (f o FYXMQ,P,X) HC([O,”)}

where ||| cjfap)) @ commonly defined as {|g]|ci (jap)) = Zf:j Hg(i)HC([me (see, e.g., [38, p. 214]).

In addition, let us adopt the convention C?Q’P)(U) = Cla,p)(U).
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To conclude this section, we observe that the fractional integral along paths acts in a simple
and explicit way on powers of the arc-length function. More precisely, for a > 0 we obtain

B — MSP(X)QW, with 8 > —1. (15)

lpsrX)” = F0 737D

Moreover, this observation can be extended to show that the computation of I f may be reduced
to a one-variable fractional integral, whenever the function to be integrated can be expressed in
terms of the corresponding arc-length function sp(x).

Proposition 4.5. Let a,k > 0 and consider a path choice P : U — €Y(U). Suppose that for
fe L%a P)(U) there exists g : R>g — R such that f(x) = g(sp(x)). Then

Ipf(x) = (g4 9)(sp(x))- (16)

Proof. By definition and Proposition 3.1, we obtain

1 1
Ipf(x) = )/0 [sp(x) = s(px) (1)]* " g(sp (1 (1)) |75 (1)t

()

1
= 1“(104)/0 [sp(X) = s(px) (D] g9(s(px) (1)1 (t) || L.

Then we apply the variable change o = s(px(t), do = [[7%(t)[|dt and we obtain

sp(x)
13£(x) = ] /0 (sp(x) = 0)*'g(0)do = (I§} 9)(sp(x)).

I(a)

5 Riemann-Liouville Differentials of type («, P)

The following notion is a direct extension of the total differentials of order a > 0 along a given
trajectory, previously proposed in [27].

Definition 5.1. Take a > 0, a ¢ N, n € N such that n — 1 < o < n and some path choice
P:U — &(U). For f:U — R, the Riemann-Liouville total differential of type (o, P) of
f at x is given by

Def(x)(Vi,... V) = D IS f(x)(V1, ..., V). (17)

We say that f is (a, P)-differentiable at x if D% f(x) exists and we express the set of («, P)-
differentiable functions in U as D, py(U). In particular, for a € (0,1], equation (17) reduces to
the computation of a gradient (e.g. [39, Theorem 8.5]):

Dpf(x)(v) = (VIE*f(x),v). (18)

We have the following first fundamental theorem for the operators D%. Before that, let us introduce

some notation:
Vx

= and (ux)" := (ux, Ux, ..., Ux).
[[vll ~
n—tuple

Vi 1= Y1), ux:
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Theorem 5.1. Let f : U — R and a path choice P : U — & (U) such that I *f € Dio,p)(U)
with n € N such thatn —1 < a <n with o« > 0. We have that

DpIpf(x) (ux)" = f(x). (19)

Proof. We first prove the result for the case « = n = 1. From equation (18) and the classical
multivariable chain rule (see, e.g., [40, Theorem 8.8]), we have

W = (VIbf( (), 7i(t).

Evaluating at ¢t = 1, it follows that

Apf(1x(t)) ‘
ot t=1

On the other hand, by the classical Fundamental Theorem of Calculus and (9),

= (VIpf(x), vx) = D'Ipf(x)(vx). (20)

%i}f m/f (1)) [P () (7)]] dr

— 815/0 T (ve(@et (7)) 17 (@t ()| @t (T)dT (1w = et (7))

5 | £t It du
= () k(O

Therefore,

Ipf((t)|
SR = 160 vl (21)

Combining both expressions (20) and (21), we obtain the desired result for « = 1. For the
case a = n, we proceed by induction. The base case n = 1 has already been proved. Assume the
statement holds for some n > 1; that is, DB} f(x)(ux)"” = f(x). Then, for n + 1 we have

DEP I f(x) (ux)™* = Dp( ”Iﬁ(féf)( )(ux)") (ux)
= Dh{1}s0)
f(x),
which completes the induction and proves the result for o = n.

For an arbitrary a > 0, it suffices to apply the integer-order case together with Proposition 4.3
(b). Indeed, let n € N such that n — 1 < o < n, then

DpIpf(x)(ux)" = DpIp"I5 f(x)(ux)"
= DPIpf(x)(ux)"”
= f(x).

This concludes the proof. O

The following result will be important to state our main second theorem. Geometrically speak-
ing, it tells us that the maximal direction of change of the scalar field x — sp(x) is precisely the
tangent direction defined by P at each x € U.
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Lemma 5.1. For any path choice P : U — €Y(U) such that sp is differentiable in (the interior of)
U we have

Dlsp(x)(uy) = 1. (22)
Proof. The result follows from definition and the classical chain rule:

ds(t) 1 dsp(x(t)

= /
de | Tl e |

8SPx

Dlsp(x)(uy) = o7 2 Z

oxj

Conversely, we have the following result concerning the inverse composition of integrals and
differentials of type («, P); it is a second fundamental theorem for D%. As we did previously, let us
introduce auxiliary notation:

/
0
Wy 1= %f( ) .
|75 0)]]

Theorem 5.2. Let « >0, n € Nwithn —1<a<nand P:U — ¢Y(U). If f : U — R satisfies
DEf(-) ()" € Cl, P)(U), then the following identity holds:

a PpHa n __ = Daijf(ax)(wx)n_j a—j
IBDRS 0" = 100 = 3 PE T (23)

Proof. We follow the line of reasoning from the previous theorem. First, for « = 1 we appeal to
the second fundamental theorem of calculus (e.g. [40, Theorem 10.2]), which allows us to prove the
theorem for this scenario:

1
ILDVf(x)(u,) = / DU f () () [ (8|t

_ / D' f (7 () (i (1)) dt

= [ 5o

= f(Vx(l)) - f(')/x(o))
= f(x) = flax).

For o« = n, we proceed via induction and assume the result is valid for n > 1. Then, for n + 1 we
see that

I3 D () ()" = I IpD" (D1f<x><ux>) ()"

D a0
(n—j+1)

=1Ip |D'f sp(x)

J=1

_ N Ip (D" f(ax) (wx)" 7 s p(x)" )
= flx g 2 I'(n—j+1) '

Now, let us compute the integral of type (1, P) in the summand. For such purpose, we resort to
Proposition 3.1, but let us notice that due to (9) we also have,

Ay (1) = P(1x(1))(0) = 1x(4x1(0)) = ax,
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and
P(yx(t) (1) l=0 Yae(@x, (7)) lr=0

= = WX'

MO TP ) (Dm0 (@t () =0

Therefore

I (D" f(a) (we) " sp ()" ) / DI f (@1 1)) (W )" s (e (8)" 9 )
1 ) . .
= [ D ) (9 sy (07 )

_ pyn—j+l n—j+1 ' n=7j|l~/
= DI () (0" [ g (07 )t
= DM f () ()" s ()"

_ n—j n F(n j+1) n—j
= D"t f(ay)(wx) JHWSP(X) AR

where the last equality follows from (15) for « = 1 and 8 = n — j. Therefore, continuing with the
foregoing computations,

n Dn—j+1f(ax)(Wx)n—j+lsp(x)n—j+l

IIZ“D"Hf(X)(ux)nH — f(X) _ f(ax) _

= 'n—75+2)
n+1 D ]+1f <) (W )n—l—l—jsp(x)n—i-l—j
> [(a-+2)

and the result follows in this case. Moving forward, for « > 0 and n € Nwithn —1 < a <n we
see that applying the integer-order case to the function I3~ f(x) we obtain

TR DM I f(x) ()" = I (o) — 3 240 2 B ()7

sp (X)nij

= D(n—j+1)
_ Jn—« o - Da_jf(ax)(wx)n_j an'
=160 =30 S gy

Now let us employ Proposition 4.3 (b), it follows that

e P eyt ) o DB @
T URDRIO " = (0) = 3 e 2 e

Thus, using Theorem 5.1 and Lemma 5.1 we deduce that
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-3 D i ),

j=1

)
)
= Dp- f(ax)(“’x;nj sp(x)* I Dlsp(x)(uy)
)
)

= Na—j+1

_ 3 Db ) s

6 Riemann-Liouville Operators of Type (o, k, P)

We now proceed to generalize the definition of the Riemann—Liouville fractional integral of f of type
(a, P) by perturbing the order « via an additional parameter k € R-g. Accordingly, we introduce
the following definition.

Definition 6.1. Let a,k > 0 and P a j-th order path choice on U C R for some j € N. For
f:U — R, the Riemann-Liouville fractional integral of f of type (o, k,P) at x is defined
as

1
I f(x) = krklm)/o [5p(%) = 5(pa (O]~ F (e (8) [ (1) |t (24)

Observe that, according to equations (24) and (11), the operator Il(ga’k) — I3 (pointwise) when
k— 1.

Remark 6.1. From Definition 6.1 and Proposition 2.1 it may be obtained the following functional
relation between Riemann-Liouville fractional integrals of type (o, k, P) and the corresponding op-
erators of type (%, P):

o

150 f(x) = krkl@«)/o [5P(%) = 5P (] F 1 f (9(8) 1% (1)t

1 ! o
ST = Rl AL BRI L (CRONACI T
1 1 L a_q /
= a7 . 500 = st O S (0) (o)

— k15 f(x).

This means that we can remit ourselves to Definition 4.1 to deduce results concerning I}a’k).

Remark 6.2. With respect to the function spaces associated to the (a,k, P) operators introduced
above, they can be expressed in terms of the function spaces from Definitions 4.2 and 4.3, due to
Remarks 6.1 and 6.3; for example, the space of functions whose Riemann-Liouville integral of type
(a, k, P) exists on U is precisely L%a/k P)- Interestingly, because of Corollary 4.1 we can affirm that

for a,k > 0 such that 0 < a < k we have L%a/k,P)(U> - L%k/ayp)(U), i.e., the space of functions
whose Riemann-Liouville integral of type (o, k, P) exists on U is contained in the space of functions
whose Riemann-Liouville integral of type (k,a, P) exists on U, whenever 0 < a < k.

https://revistajobs.ujat.mx 94


https://revistajobs.ujat.mx

Balcdzar-Araiza et al. Journal of Basic Sciences vol. 12 (34), p. 80-100 , mayo-agosto 2026

In fact, using Proposition 4.3, we obtain immediately the following.
Proposition 6.1. Let a > 0 be fived and P : U — €Y(U) is any path choice. For f € L%a/kyp)(U),
letting k — oo we get Il(f’k)f(x) — f(x).
Analogously to Definition 5.1,
Definition 6.2. Take o,k >0, n € N such that n —1 < ¢ <n and a path choice P : U — & (U).
For f: U — R, the Riemann-Liouville total differential of type (o, k,P) of f at x is
DEF p(x)(vi,. . ) = KPDPISE R () (ve, L vi). (25)

Regarding Definition 6.2 with « € (0, k], our definition of the total differential simplifies analo-
gously:
DEP F)(v) 1= k(VIE ™ f(x),v). (26)

Remark 6.3. Following Remark 6.1, we have the following equivalence:

DEM F) (v, va) = DM ) (v, )

nk—a nk—a

=K' F D"I,* f(x)(vi,...,Vn)
= kEDRFO)(V, . V).

Using the relationships between operators of type («,k, P) and (a/k, P), it is immediate to
extend the properties proven above. In particular, the fundamental theorems from the last section
take the subsequent form.

Theorem 6.1. Let f: U — R and a path choice P : U — ¢J(U) such that I?,_a/kf € Dias,p)(U)
with n € N such thatn —1 < % <n with « > 0. Then
a,k) (a,k n
DEIIEY flx) ()" = £(). (27)
Theorem 6.2. Let o,k >0, n € Nwithn—1< % <nand P:U — €' (U). If f : U — R satisfies
Dgaa’k)f(-)(u(,))" eCl )(U), then the following identity holds:

n (a—kj,k) o—
(k) (k) n_ ~Dp fax)(wx)" ™ a_j
I D f(x) (ux)" = f(x) ; TEES Ty L (28)

Proof. We use the relationships between the fractional operators of types («, P) and (a, k, P), as
well as equation (1):

Ij(ga’k)D;a’k)f(X)(ux)n _ Ig/kD;/kf(X)(ux)n

n Da/k—jf(ax)(wx)nfj a/h—j
= 70 - 3 DRI s

J=1

n g askitk | o/k—j n—j
_ EEE D fa) ()T
I M T R

D f () ()"

REAC D Dhs vy e A

J=1

Remark 6.4. For k =1, Theorems 6.1 and 6.2 reduce to Theorems 5.1 and 5.2, respectively.
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7 Conclusions

We reassessed the fractional trajectory integrals and differentials proposed in [27] via the Path
Choice concept, which gave rise to the Riemann-Liouville trajectory operators of type («, P). They
recovered some partial fractional integrals and differentials from the classic theory and featured
remarkable properties, analogous to those of their one-variable counterparts. In addition, we have
considered an additional modification of the previous proposal via the additional perturbation
parameter k, in order to produce (a, k, P) trajectory operators; this way, from the fundamental
relations between the (o, P) and («, k, P) operators, we were capable of extending the results for
the type (a, P) to those concerning the type (o, k, P).

As expected, many other results and characteristics of the («, k, P) operators remain to be
explored in future efforts, as well as potential models to be implemented using our paradigm. Un-
doubtedly, the knowledge explored and exploited in this contribution enriches the area of Fractional
Multivariable Calculus.
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Abstract

This paper presents a numerical scheme for a one-dimensional differential equation involving the
conformable derivative with Dirichlet boundary conditions, developed within the framework of the
finite element method. Starting from a weak formulation based on a conformable version of the fun-
damental lemma of the calculus of variations, the method is implemented using piecewise-defined
test functions over a partition of the domain. The locality of the conformable operator allows
for a direct adaptation of standard finite element techniques. Numerical experiments are carried
out for different values of the order of derivation «, the results show a smooth transition in the
approximated solutions as a approaches one, consistently recovering the classical case.

Keywords: Non-integer order calculus, Conformable derivative, Calculus of variations, Finite el-
ement method, Conformable differential equations.

Resumen

Este articulo presenta un esquema numeérico para una ecuacién diferencial unidimensional que in-
volucra la derivada conformable con condiciones de frontera de Dirichlet, desarrollado dentro del
marco del método de elemento finito. Partiendo de una formulacion débil basada en una versién
conformable del lema fundamental del célculo de variaciones, el método se implementa utilizando
funciones de prueba definidas por partes sobre una particiéon del dominio. La localidad del operador
conformable permite una adaptacién directa de las técnicas estandar de elemento finito. Se llevan
a cabo experimentos numeéricos para diferentes valores del orden de derivacion «, los resultados
muestran una transicion suave en las soluciones aproximadas a medida que « se aproxima a uno,
recuperando de forma consistente el caso clasico.

Palabras claves: Cdlculo de orden mo entero, Derivada conformable, Cdlculo de variaciones,
Método de elemento finito, Ecuaciones diferenciales conformables.
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1 Introduction

The non-integer order calculus has its origins in the 17th century. The correspondence between
L’Hoépital and Leibniz, in which they discussed the meaning of a derivative of order 1/2, is well
known in this context [18]. Over time, these ideas led to the development of several fractional
operators, including the Riemann—Liouville, Caputo, and Grinwald-Letnikov derivatives, as well
as more recent local formulations such as the conformable derivative. These operators generalize
the classical concept of differentiation and have given rise to a well-established theoretical frame-
work with numerous applications. While classical fractional derivatives are typically nonlocal and
model memory and hereditary effects in dynamical systems [6,12], local operators, such as the con-
formable derivative, preserve key structural properties of ordinary differential calculus [1,11,22].
This structural compatibility makes them particularly suitable for integration into variational and
numerical frameworks [7,9,13,21].

Sales Teodoro et al. [22] propose a classification of fractional and related operators based on
both structural and functional criteria. They divide them into four classes: classical fractional
derivatives, such as Caputo, Griinwald-Letnikov, and Riemann-Liouville; modified derivatives,
including Canavati, Hadamard, Hilfer, Jumarie, Marchaud, and Weyl; local operators, such as
Chen, conformable, deformable, Katugampola, Kolwanker, M-operator, and V-truncated operator;
and operators with nonsingular kernels, including Atangana—Baleanu, Caputo—Fabrizio, and Yang
et al.

Starting in the 1990s, formulations of local non-integer derivatives were developed to reinter-
pret fractionality from a perspective more compatible with classical analysis. Unlike traditional
fractional derivatives, these definitions do not rely on integral operators over intervals but are con-
structed through pointwise limits, allowing fundamental calculus rules to be preserved. In [22], five
conditions are proposed that a local operator must satisfy: linearity, equivalence with the classical
derivative when the order is one, vanishing derivative for constants, validity of the product rule,
and compliance with the chain rule.

Local non-integer order operators, such as the conformable derivative, have diverse and relevant
applications, extending the scope of classical differential calculus to model phenomena in biology
[23,25], ecology [10,17], chemistry [2, 3], physics [8,20], and engineering [5,16], among other areas.
Consequently, studying differential equations involving such operators is of considerable interest,
as it enables the extension of classical calculus tools to more general settings. Furthermore, when
analytical solutions are difficult to obtain, these operators facilitate the development of efficient
numerical methods for approximating solutions.

In general, for fractional differential equations, a wide variety of numerical methods have been
developed, including finite difference schemes, predictor—corrector approaches, spectral methods,
and finite element formulations. Comprehensive treatments of the analysis and numerical approx-
imation of fractional differential equations can be found in [6,14]. In the context of conformable
derivatives, the development of numerical methods is more recent. Initial contributions include
discretization procedures and computational treatments for conformable differential equations [24].
Subsequently, finite element techniques adapted to conformable operators have been proposed. In
particular, modified finite element schemes based on cubic B—spline basis functions have been ap-
plied to conformable space—time fractional nonlinear models [7]. More recently, a conformable finite
element formulation has been presented, incorporating a variational framework, the construction
of suitable basis functions, and corresponding error estimates for conformable fractional partial dif-
ferential equations [21]. These contributions show that the extension of Galerkin and finite element
techniques to conformable fractional operators remains an active line of research.

Among the various numerical techniques available for differential equations, the finite element
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method stands out due to its versatility and its ability to handle complex geometries and boundary
conditions. Over the years, it has evolved alongside the modeling of physical systems across various
disciplines [15]. In this context, the local structure of operators such as the conformable deriva-
tive makes them particularly well suited for integration into finite element formulations. Unlike
nonlocal operators, they do not require knowledge of the entire function history, which simpli-
fies their numerical implementation. Furthermore, their ability to preserve essential properties of
the classical derivative facilitates their incorporation into standard variational frameworks. For
these reasons, applying the finite element method to conformable differential equations provides a
coherent extension of the classical theory to fractional models with local characteristics.

The purpose of this work is to formulate and analyze a numerical scheme for differential equa-
tions involving the conformable derivative. The proposed approach employs the finite element
method and adapts the fundamental lemma of the calculus of variations to the conformable setting
in order to derive the corresponding weak formulation. This formulation serves as the basis for
constructing the numerical scheme through domain discretization and the use of piecewise-defined
test functions. The method is applied to different derivative orders, and the results are examined
to analyze how the approximated solutions respond to variations in the order parameter. The
local nature of the conformable operator enables its integration into the numerical framework and
facilitates its extension to broader classes of problems.

This paper is organized as follows. Section 2 presents the basic definitions and main results of
conformable calculus, together with the fundamental tools from conformable variational calculus.
Section 3 develops the finite element formulation for a conformable differential equation and includes
a numerical example. Finally, section 4 provides the conclusions.

2 Fundamentals of conformable calculus

To establish the theoretical framework required for the numerical formulation, we now review the
main concepts of conformable calculus. Among the local definitions of non-integer differential
operators, one of the most widely recognized is the conformable derivative introduced by Khalil et
al. [11]. This operator is defined through a limit that extends the classical notion of differentiation
while preserving several of its fundamental properties. The formal definition is presented below.

2.1 Basic definitions and results

Definition 2.1. Let f : [0,400) — R. Fort > 0 and a € (0,1], the conformable derivative of
order a is defined by

e—0 €

(1)

This operator is local and satisfies the fundamental properties of classical calculus, such as
linearity, the derivative of a constant being equal to zero, and the product, quotient, and chain
rules.

Subsequently, Abdeljawad [1] modified this proposal to define left and right conformable deriva-
tives, shifting the reference point towards the endpoints of the definition interval.

Definition 2.2. Let f : [a,+00) = R. Fort > a and a € (0,1], the left derivative starting from a
of order « is defined by

Taf(t) = lim f(t + E(t — a)l—a) — f(t) )

e—0 €

(2)
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If f is left a-derivable starting from a at every point t > a and lim;_,,+ T f(t) exists, then the
corresponding derivative at a is defined as

T3 f(a) = lim T3 f(2). (3)
t—at
Note that if a = 0, we recover Khalil’s definition

Tef(t) = To' f(t)- (4)

For a function f : (—o0,b] — R, the right derivative T f(t) of order o terminating at b is
defined analogously (see [1]).

To illustrate the relationship between these formulations, we consider the function f(t) = sin()
and compute its conformable derivative for representative values of a € (0, 1]. The results obtained
using the definition of Khalil et al. and the formulation proposed by Abdeljawad (with a = 2) are
displayed in Figure 1(a) and Figure 1(b), respectively. The graphical comparison shows that both
approaches yield curves with the same qualitative behavior. In particular, the factor ¢t!=% governs
the amplitude variation as « decreases, while the local character of the operator is preserved in
both cases.

—_—= UE

a=086
| —_—a=04
2 —— =02

T sin(t)

Ty sin{t)
- o

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

(a) Khalil et al. definition. (b) Abdeljawad definition.

Figure 1: Comparison of the conformable derivative of sin(t) for different values of .

These definitions preserve the fundamental properties of classical differential calculus. From a
physical point of view, the derivative is maintained as a measure of velocity, although this velocity is
now modulated by a function that introduces dependency on the non-integer order. This allows for
the description of trajectories of local change that are more flexible. Geometrically, this derivative
represents Newton’s quotient with increments advancing at a deformed scale proportional to a
power of ¢ — a. Furthermore, it retains the properties of the integer-order derivative definition
(see [1,11]).

Theorem 2.1. Let f,g : [a,+00) — R be functions that are left a-differentiable starting from a at a
point t > a, with « € (0,1]. Then, the conformable derivative TS satisfies the following properties.

1. Linearity: For any ki,ke € R, TX(k1f + kag)(t) = FiT2 f(t) + kaTg(t).
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2. Equivalence with the ordinary derivative for order o = 1: T} f(t) = f'(t).
3. Derivative of a constant: For any constant k € R, Tk = 0.

4. Product rule: T (fg)(t) =T2f(t) - g(t) + f(t) - Tdg(t).

5. Chain rule: If g(t) # 0, then T(f o g)(t) = T2 f(g(t)) - TSg(t) - g(t)* 1.

The properties established in the previous result satisfy the criteria proposed in [22] for the
conformable derivative to be considered a non-integer order operator. Furthermore, these properties
are complemented by additional ones adopted from the classical definition, which will be useful
throughout this work and are presented below for subsequent reference.

Theorem 2.2. If f : [a,+00) — R is left a-differentiable starting from a at a point t > a, with
a € (0,1], then f is continuous at t.

Proof. 1f h # 0, setting ¢ =
it follows that

#, we have that € — 0 as h — 0. Since f is a-differentiable at ¢,

7011—04
fim 0+ = £0) = fim (e )~ S e = TR fim

This guarantees that f is continuous at t.

Theorem 2.3. If f : [a,+00) — R is differentiable at t > a, then
Tft) = (t—a)' = f (1), (6)
for o € (0,1].

Proof. If € # 0, setting h = £(t — a)'~® we have that h — 0 when ¢ — 0. Since f is differentiable
at t, we have that

R i B (R (R (GPAES

e—0 € h—0

From which we conclude that T2 f(t) = (t — a)' = f'(t).

The corollaries stated below follow directly from the preceding theorem.

Corollary 2.1. If f : [a,+00) — R is twice differentiable at t > a, then T> f is a-differentiable at
t.

Corollary 2.2. If f : [a,+00) — R is differentiable at t > a, then

lim (T5'f)(t) = f'(t), (8)

a—1—
for each t € (a,+00).

Corollary 2.3. If {f,}22,, with f, : [a,00), is a sequence of differentiable functions such that
{f1}29, converges uniformly to a function g. Then {f,}32, converges uniformly to a differentiable
function f, with f' = g and {T{ £}, converges uniformly to TS f.
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As with the derivative, we can define the left and the right conformable integral of order «.

Definition 2.3. Let f : [a,+00) — R. Fort > a and «a € (0,1], the left integral of order « is
defined by

1o (t) = / f(s)do(s,a) = / £()(s — a)*~Lds. (9)

The right integral is defined analogously (see [1,11]). It is easy to see that it is possible to
calculate the left integral of order o when f is continuous. Furthermore, we have a result equivalent
to the fundamental theorem of calculus.

Theorem 2.4. If f : [a,+00) = R is differentiable on (a,+00), then
IZ(TZ () = f(E) = f(a), (10)
for o € (0,1].

Proof. According to Theorem 2.3 we have

I9(T2 F)(t) = / (5 — )1~ f/()(s — a)*Lds = / F(s)ds = f(t) — (a). (11)

2.2 Piecewise defined functions

Piecewise defined functions are of particular interest in the study of differential equations, especially
when numerical methods are used to approximate solutions. Many techniques, such as the finite
element method, construct approximate solutions within function spaces formed by piecewise con-
tinuous or piecewise differentiable functions. This allows domains with discontinuities or abrupt
changes in problem conditions to be handled efficiently. The following definitions of piecewise
continuous and piecewise differentiable functions can be found in [4].

Definition 2.4. A function f : [a,b] — R is piecewise continuous on [a,b] if:
1. The function f is bounded on [a,b).
2. For every t € [a,b), lim,_,;+ f(s) exists.
3. For every t € (a,b], lim,_,,— f(s) exists.

4. There exists a partition {to,t1,...,tn} of [a,b] and f is continuous on each subinterval
(ti—1,ti)-

Based on the previous definition, it is possible to define a piecewise differentiable function from
a piecewise continuous one.

Definition 2.5. A function f : [a,b] — R is piecewise differentiable on [a,b] if:
1. The function f is continuous on [a,b].

2. There exists a piecewise continuous function g and ¢ € R such that

f(t) = c+/ g(s)ds (12)

for every t € [a,b].
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For this type of function, the conclusion of Theorem 2.4 is also valid.

Theorem 2.5. If f : [a,+00) — R is piecewise differentiable on [a,t] for every t > a, then

13T 1)) = f(t) — f(a), (13)
for a € (0,1].

Proof. Given t > a, there exists a piecewise continuous function g : [a,t] — R and a constant ¢ € R
such that

flu)=c+ /u g(s)ds, (14)

for every u € [a,t]. Let {to,t1,...,t,} be the partition of [a,?] determined by ¢g and P =
{t1,...,tn—1}. In this case, for every u € [a,t] \ P we have f'(u) = g(u).
By Theorem 2.3 we have

ﬁ@?ﬁ(%—/(Tﬁﬂ)W—aW*mL
—Z/ 1 ) o)

—Z tl 1))
:f()—f( )- (15)
O

Theorem 2.6 (Integration by parts). If f,g : [a,+00) — R are differentiable on (a,+0c0) and
b > a, then

b b
[ #e)12g(s)das,0) = f0)9(0) - F@gla) ~ [ 912 f(s)das,a). (16)
Proof. By the product rule, we have that
b
19(T2 fg) (b / £6)(T29)(s)da(s,a) + [ g(5)(T2)(s)das.a). (17)

From Theorem 2.4 we have I$(T fg)(b) = f(b)g(b) — f(a)g(a), so the result follows.

Note that equation (17) of the previous theorem is also satisfied when f and g satisfy the
hypothesis of Theorem 2.5.

2.3 Conformable variational calculus

Lazo and Torres [13] introduced the functional [J as the variational integral

b
T(y) = / L (s, y(s), T%(s)) da(s,a), (18)
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defined on the set of continuous functions y : [a,b] — R such that Ty exists in [a, b], where the
function L : [a,b] x R? — R is of class C! in each of its arguments. The fundamental problem of
the calculus of variations consists of finding the functions y for which the functional J reaches its
extremum. Related approaches to conformable variational principles can also be found in [9,19],
where conformable derivatives are employed to extend classical variational and dynamical models.
For the purposes of this work, we rely on one key result from [13], which is stated as follows.

Lemma 2.1 (Fundamental lemma of conformable variational calculus). Let M be a continuous
function on [a,b]. If
b
| 0 das.) = (19)
for any n € Cla,b] with n(a) =n(b) =0, then M(s) =0 for all s € [a,b].

Proof. Proceeding by contradiction, suppose that there exists sy € [a,b] such that M(sg) # O;
without loss of generality, suppose that M (sg) > 0. Since M is continuous, there exist s1, s2 € [a, 0],
such that s; < s9, sp € [s1, s2] and M (s) > 0 for all s € [s1,s2]. Let n: [a,b] — R be defined by

_ J(s=s1)(s2 =), ifse€[s1,s2],
n(s) = {0, if s ¢ [s1, s2]. (20)

This function is continuous on [a, b] and satisfies that n(a) = n(b) = 0, furthermore

b S2
/ n(s)M(s)da(s,a) = / (5 —51)(s2 — 8)(s — a)* ' M(s)ds > 0, (21)

S1

since the integrand is positive on [s1, s2], except at the endpoints; which contradicts the hypothesis.
Therefore, M(s) =0 for all s € [a, b].
O

The functions 7 in the previous lemma are called test functions. The conclusion of the lemma
also holds if M is a piecewise continuous function and equation (19) is satisfied for test functions
that are piecewise continuous and vanish at @ and b. The proof is similar, since it is enough to
choose test functions whose support is contained in the intervals of continuity of the function M.
In fact, observing the function 7 used in the proof of the lemma, it is possible to restrict the test
functions to those that are piecewise differentiable on [a,b] with n(a) = n(b) = 0. One can even
consider only functions of class C'' that vanish at the endpoints of the interval.

Corollary 2.4. Let M € Cla,b] and N be a differentiable function on [a,b]. If

b
/ (n(s)M(s) + N(s)Tgn(s)) da(s, a) = 0, (22)

for any n € Clla,b] such that n(a) = n(b) = 0, then M(s) = T*N(s) for all s € [a,b].

Proof. Let M, N, and n be as in the hypothesis. By the linearity of the conformable integral and
Theorem 2.6, we have

b b
O:/ n(s)M(s)da(s,a)—i—/ N(s)Tin(s)da(s,a)
b b
=/n@M@m@®+MWM%WMW®—/U@WN@M@M

b
= / n(s) [M(s) — To*N(s)] da(s, a). (23)
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From the observation made after Lemma 2.1, it follows that M(s) = T3 N(s) for all s € [a, b].
O

By inspecting the arguments in the proof given above, it is possible to obtain a version of
the previous corollary in which M is a piecewise continuous function on [a,b], N is piecewise
differentiable and it is assumed that equation (22) holds for every function 7 that is piecewise
differentiable on [a, b] such that n(a) = n(b) = 0. In that case, we conclude that M(s) = T3 N(s),
except at a finite number of points in [a, b].

3 Finite element method applied to a conformable differential
equation

In this section, our goal is to obtain an approximate solution of the conformable differential equation

—T5 (Tg ) () + ka(t) = f(b), (24)

where f € C[0,1], K > 0, a € (0,1] and z : [0,1] — R is a function which satisfies the boundary
condition z(0) = z(1) = 0.

When oo = 1, f(t) = 0 and k < 0 the equation (24) is known as the Helmholtz equation. When
a=1, f(t) =0and k =0, it is called the Poisson equation. For a € (0, 1), if f(¢) = 0 we shall call
the equation (24) the conformable Helmholtz equation when k& = 1, and the conformable Poisson
equation when k£ = 0.

3.1 Finite element formulation

In [21] the finite element method is proposed using the test functions

o —to
ﬁ, ti—1 <t <t
e —t
P (t) = § s —m, i <t <tip, (25)
i+1 (3
0, otherwise.

The approximation in that work is done in the Hilbert space framework by doing orthogonal
projection on the finite dimensional subspaces generated by the functions ¢$. Similarly, in [7], the
finite element method approximates a solution of a partial differential equation using test functions
as cubic B-spline polynomials. In contrast, in this work, we shall use a simpler family of test
functions, the hat functions.

We shall assume that there exists a solution of the equation (24) which satisfies that T§'x is
differentiable. This happens automatically when z is twice differentiable.

Multiplying equation (24) by a piecewise differentiable test function on [0,1], n, with n(0) =
n(1) = 0; calculating the left integral of order o and using the integration by parts formula, we get
the following.

1
- / [T (T2 (t)n(t)] da(t, 0) + k / [z(t)n(t)] da(t, 0) / F(On(t)dalt,0), (26)
0 0
1
/ (Te2) () (TCn) (t)da(t, 0) + & / z(t)n(t)dalt, 0) / F(O)n(t)dalt,0). (27)
0

That is, if = is a solution of the conformable differential equation (24) with 7'z differentiable,
then it is also a solution of the conformable integral equation (27). We can say that a function x
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is a weak solution of (24) if x is a solution of (27). In the rest of this section, we will be looking for
a weak solution.

In order to get an approximate solution for the conformable integral equation above, we consider
a regular partition of the interval [0, 1], {to,t1,...,tn}, and we define for each i € {1,..., N — 1}
the tent function (also known as a hat function) hN [0,1] — R given by

N(t—ti—1), te€ [ti—1,ti),
hY(t) = N(tig1 —t), t€ [titit], (28)

0, otherwise.

It is well known that the family of functions

N-1
{Z cihN(t): N eN,¢ € R} (29)

is a dense set on C[0,1]. In the following, we fix N € N, so we shall denote hZN simply by h;.
We propose an approximate solution as

N-1
an(t) =) cihi(t), (30)
i=1
where c¢q,...,cny_1 are parameters to be determined. Replacing this approximation in equation

(27) we get

Zc,/ (T§hs) (£) (TS ) (t)dex(t, 0) —i—chZ/ t)do(t,0) /f (t)da(t,0).  (31)

In particular, this equation should be satisfied by the functions h;. So, for j € {1,...,N — 1},

N-1 1 1
; ¢ [/0 (To hs) (t) (T hy) (t)do(t, 0) + k/o hi(t)h;(t)da(t,0) ] / f()h;(t)da(t,0). (32)

Then we need to solve the above equation system of N — 1 equations and N — 1 unknowns.
We note that if |i — j| > 2 the functions h; and h; have disjoint support, thus we have the
following cases:

o If |i — j| > 2, then the product h;(t)h;(t) is identically zero.
o If i = j, then
N2(t—ti1)?, t€ [tio1,ti),
hi(Ohj(t) = B(t) = § N*(ti1 — 1)%, ¢ € [ti, i), (33)
0, otherwise.

o If j=1i+1, then

N2(ti1 —t)(t —t;), tE€ [titis],

0, otherwise.

hi(t)hit1(t) = {
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Furthermore,
Ntl=e  te (tio1,t),
(TShi)(t) = { =Nt t € (t;,tiy1), (35)
0, otherwise.

Having this in mind, if |¢ — j| > 2 then (T§'h;)(T§'h;) is identically zero. When i = j, we have

o o o N22720 0t (i, t) U (ti, tiv),
(T§ ha) (0)(T§'hy ) (t) = (Tgtha)*(t) = . N (36)
0, otherwise.
For j =i+ 1, we have
o a —N2t2_2a, te(t;,tiv1),
(Ths) () (T i) (1) = o tia) (37)
0, otherwise.
Consequently,
1 1
| @m0 = [ non a0 -0, (39)
when |i — j| > 2. For i = j, we get
1 tit1 tit1
/ (T§h) () (TS hy) (t)da(t, 0) = N2/ t22opelgr = NQ/ todt
0 ti—1 ti—1
N i\ -1\
C2—a N N
N . 2—a . 2—a
:2_a[(z+1) —(i—-1)"77]. (39)

To compute the diagonal term we use that the support of h; is the interval [t;—_1,¢;+1]. Thus,

/0 Cha(O)ha(t) da(t.0) = N? [ / B dr g / " i — 20 dt] o)

ti—1 ti

Expanding the quadratic terms and integrating term by term yields

1 +2 +2
/ hi(t)hi(t) dat, 0) = N* fn —hy 2 [t (t0 — 2 + i (e — 60T
0 o+ 2 a+1 ¢ i—1 i+1 i
L 1)+ B (18 — 1)) (41)
o i1l = tiog) + i i = 4] -

Using t, = % and simplifying, we obtain

1
1
hi(t)hi(t) du(t, 0) =
/0 (B)ha(t) dat,0) ala+1)(a + 2)Ne
For j =i+ 1, we get

1 tit1 Lit1
/ (TS hi) (1) (TS ) (t)da(t, 0) = —N2/ 22l — —N2/ tmadt
0 t; t;

{2[( + 1) — (i = 1)*T?] —4d(a+2)i*} . (42)

GO
- _2]\_7 aa [+ 1)%> — %], (43)
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and

1 'L+1
/h,()h()dato / (tiv1 —t)(t —t;)t> tat
0

'L+1

/ (t; + tig1)t — titiq |t 1dt
tOc-f—Q t + tz+1)ta+1 titi—i-lta tit1
a4+ 2 a+1 « 4

—(+1)22  2i+1 1 atl
= 1 a+l _ a+
N [ o+ 2 a+1 [(2 ) ‘ ]

i(i +1)

(4 1) — ia]] . (44)

Finally, we have

/ f(t)h;(t)da(t,0) [/ f)(t —ti_y)t* tdt + /tm F(#)(tisn —t)taldt] : (45)
ti—1 123

From the above, the matrix associated with the linear system (32) is tridiagonal.
The ideas put forth in this section can be applied on a general interval [a, b] and with boundary
conditions different from 0, by considering two more hat functions

N(ti —t), tE€lty,t
ho(t): ( 1 )7 [07 1]7 (46)
0, otherwhise,

and

() = {N(t —tn_1), tE€ [tn_1,tn],

0, otherwhise.

3.2 Numerical examples

In this section we illustrate the numerical behavior of the finite element formulation through a series
of computational experiments. We consider the boundary value problem involving the conformable
derivative

—T5 (Tg' ) (t) + ka(t) = f(2), (48)
where f € C[0,1], K > 0, « € (0,1] and z : [0,1] — R satisfies the boundary conditions z(0) =
z(1) =0.

The approximations are computed for the derivative orders o« = 0.2,0.4,0.6,0.8, and 1, using
different discretizations of the interval [0,1]. To visualize the numerical solutions we consider
partitions with N = 5,10, 20, and 40 subintervals, which allows the influence of mesh refinement
on the computed approximations to be observed. The numerical experiments were carried out in
MATLAB R2025b, which was used to compute the finite element approximations and generate the
corresponding figures.

By Theorem 2.3, the conformable equation can be rewritten as a second-order ordinary dif-
ferential equation whose coefficients depend on powers of ¢t. For a € (0,1) the resulting equation
has variable coefficients with singular behavior at t = 0. In general, equations of this type do not
admit explicit expressions in terms of elementary functions, so a direct analytical comparison is
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typically unavailable. In this setting, numerical approximations provide useful information about
the behavior of the solutions.

To complement the graphical results, we also examine the behavior of the method under mesh
refinement through a numerical convergence study. For this purpose, the discretizations N =
5,10, 20, 40, 80, and 160 are considered. Let 2y (t) denote the finite element approximation obtained
with N subintervals. The error is measured in the maximum norm

E(N) = max, 2N (8) = wret ()] (49)

where x,0¢(t) is taken as a reference solution.
The errors are evaluated on a uniform grid of the interval [0, 1]. Specifically, we consider the set

T ={ti = {gg5 : 1 =1,...,2000},
and approximate the error by

E(N) = max|zy(ti) = 2rer(ti)] - (50)

3.2.1 Example 1
As a first numerical test we consider the boundary value problem
—T(TS2)(t) + x(t) = 2T — % — (a+ 1)t 72, (51)

where « € (0, 1] and z : [0, 1] — R satisfies the boundary conditions z(0) = z(1) = 0.
For this problem the exact solution is known. Indeed, direct computation shows that

Tref(t) = t%(t — 1) (52)

satisfies equation (51). This makes it possible to evaluate the accuracy of the numerical scheme by
comparing the finite element approximations with the analytical solution.

Figure 2 displays the approximations xy(t) obtained for several values of o and different mesh
discretizations. When o = 1 the conformable model reduces to the classical equation

—2"(t) +z(t) =t —t — 2. (53)

The numerical errors are computed with respect to the analytical solution z,¢(t). Table 1
reports the maximum errors for the discretizations N = 5,10, 20,40, 80 and 160.

Table 1: Maximum errors E(N) for different mesh refinements and derivative orders « for equation
(51).

N a=02 a=04 a=0.6 a=0.8 a=1
5 0.40879 0.200430 0.093761 0.0370490 0.00975740
10 0.35747 0.152540 0.059815 0.0182980 0.00246570
20 0.31377 0.117290 0.039070 0.0096384 0.00062044
40  0.27595 0.090499 0.025786 0.0052842 0.00015566
80 0.24294 0.069842 0.017077 0.0029635 3.8930e-05
160 0.21379 0.053792 0.011316 0.0016820 9.7414e-06
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Fap(t)
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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(¢) N = 20 subintervals (d) N = 40 subintervals

Figure 2: Finite element approximations xy(t) of the solution of (51) with boundary conditions
x(0) = z(1) = 0, for different values of the order o = 0.2,0.4,0.6, 0.8, 1 and several mesh discretiza-
tions.

3.2.2 Example 2

We next consider a second problem in order to further examine the performance of the method. In
this case we study the equation

=T8Ty x)(t) + x(t) = cos(t), (54)

where a € (0,1] and z : [0,1] — R satisfies the boundary conditions z(0) = z(1) = 0.
Figure 3 presents the finite element approximations computed for several values of o and differ-
ent mesh discretizations. As before, when o = 1 the equation coincides with the classical problem

—2"(t) + z(t) = cos(t). (55)

In this example an analytical solution is not available. For the computation of the errors
we therefore take as reference the approximation obtained with the finest discretization, namely
N = 160.
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(¢) N = 20 subintervals (d) N = 40 subintervals

Figure 3: Finite element approximations zy(t) of the solution of (54) with boundary conditions
z(0) =2z(1) =0, for « = 0.2,0.4,0.6,0.8, 1 and several mesh discretizations.

Table 2 lists the values of the maximum error E(N) for different mesh refinements.

3.2.3 Discussion

The two examples illustrate similar numerical behavior. In both cases the finite element approxi-
mations become progressively smoother as the mesh is refined, and the numerical solutions tend to
stabilize as the number of subintervals increases. The error tables confirm this observation, showing
a consistent decrease of the error when the discretization is refined.

Another common feature is the dependence of the solution on the order a. As « approaches 1,
the conformable model approaches the corresponding classical differential equation. The computed
solutions reflect this transition and display profiles similar to those of the classical problem.

The first example allows a direct comparison with an analytical solution, which confirms the
accuracy of the scheme. The second example shows that the same behavior persists even when an
exact solution is not available and the reference solution is obtained numerically. Taken together,
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Table 2: Maximum errors E(N) for different mesh refinements and derivative orders « for equation
(54).

N a=02 a=04 «a=06 a=0.8 a=1

5 0.57457 0.261660 0.092214 0.0257430 0.00468520
10 0.50100 0.200340 0.058807 0.0126440 0.00120880
20 0.41706 0.144900 0.036111 0.0063214 0.00030722
40 0.31970 0.094474 0.020733 0.0031294 7.7455e-05
80 0.20104 0.054569 0.010684 0.0014729 1.8687e-05

these results indicate that the proposed finite element formulation provides stable and consistent
approximations for different values of the conformable order.

4 Conclusions

In this work we proposed a finite element formulation for conformable differential equations. The
approach is based on a weak formulation obtained from a version of the fundamental lemma. of the
calculus of variations adapted to the conformable derivative. The discretization of the domain, to-
gether with the use of piecewise-defined test functions, allows the method to be implemented within
the standard finite element framework. In this way, conformable operators can be incorporated into
a variational setting while preserving the usual numerical structure of the method.

The numerical experiments illustrate the applicability of the proposed formulation for different
values of the order of derivation. The computed approximations improve as the mesh is refined,
which is consistent with the convergence behavior observed in the error study. In the example
where an analytical solution is available, the numerical results show good agreement with the
exact solution. The results also indicate a gradual variation of the numerical solutions as the
parameter o changes. In particular, when o = 1 the conformable model reduces to the classical
differential equation, and the finite element approximation reproduces the qualitative behavior of
the corresponding classical solution.

The local structure of the conformable derivative facilitates its incorporation into standard
numerical schemes and makes the proposed formulation suitable for several extensions. Possible
directions include problems posed on more general domains, equations with more complex boundary
conditions, and models involving piecewise differentiable solutions. From an analytical perspective,
it would be of interest to identify conditions guaranteeing existence and uniqueness of weak solutions
and to determine whether a result in the spirit of the Lax—Milgram theorem can be established in the
conformable setting. Another related question concerns situations in which the weak formulation
leads back to the original differential equation beyond the case where 7'« is differentiable. From the
numerical side, further work includes the study of the approximation properties of the finite element
scheme in the associated test-function spaces, as well as the consideration of more demanding
numerical examples, such as problems involving piecewise differentiable solutions.

5 Conflict of interest

The authors declare no conflicts of interest.

https://revistajobs.ujat.mx 116


https://revistajobs.ujat.mx

Toledo et al.

Journal of Basic Sciences vol. 12 (84), p. 101-120, mayo—agosto 2026

6 Artificial Intelligence Usage Statement

The authors declare that they have not used any generative artificial intelligence applications,
software or websites for the writing of the present paper, the design of tables and figures or the
analysis and interpretation of the data.

7 Code Availability

The MATLAB code used in the numerical experiments is available from the corresponding author

upon reasonable request.

8 Graphical Abstract

( Conformable derivative \
Fort > aand a € (0,1]

t+e(t —a)t~2) — f(t

e—0 - ‘/
|
(_ Conformable differential equation N
T (Tg'z)(t) + =(t) = f(¢),
fecCo,1], z:[0,1] = R, z(0) = z(1) = 0.

\O I P,
( Test functions \

N(t—t; 1), te [t,' 1,t,-]}

hY(8) = § N(tisa —t), tE€ [titin],

0, otherwise.

\ Y,

Numerical solutions

Aproximation for N = 10

Aproximation for N = 40

%

Finite element method

Set up system

of equation solution

Compute approximate

Finite element scheme for solving differential equation

with the conformable derivative for non-interger order

\

Figure 4: Graphical abstract.
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Resumen

Presentamos los conceptos necesarios para entender céomo funciona la homologia persistente de
complejos de Vietoris-Rips. Asi como también damos ejemplos de como se usa Python para el
célculo de los diagramas de persistencia.

Palabras claves: Ciencia de Datos, Homologia Persistente, Andlisis Topoldgico de Datos, Python

Abstract
We present the basic notions to understand the persistent homology of Vietoris-Rips complexes. For
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1. Introduccién

Los grupos de homologia son invariantes algebraicos de los espacios topoldgicos. A pesar de que
la homologia es un concepto algebraico, es posible obtener de ella informacién topolbégica de los
espacios en cuestion, en particular, en este trabajo nos concentraremos, en los grupos de homologia
de los complejos simpliciales. Por otra parte, una filtracién es una sucesién anidada de complejos
simpliciales y al calcular la homologia para cada complejo en la filtraciéon, se puede rastrear el “na-
cimiento” y la “muerte” de las clases de homologia. Esta informacién se codifica de manera concisa
en los diagramas de persistencia, que ilustra un conjunto de puntos (x, y) en el plano con y > =z,
donde la coordenada x representa el momento en que una clase de homologia nace, mientras que
la coordenada y representa el momento en que dicha clase de homologia muere. La persistencia
de una clase de homologia se mide por la diferencia entre su tiempo de muerte y su tiempo de
nacimiento [4]. Esta técnica es conocida actualmente como homologia persistente y debido a su
versatilidad se ha aplicado en diversas disciplinas, como el analisis de iméagenes [3] y la biologia [11].

En este articulo, ademas de la teoria requerida para definir la homologia persistente, presenta-
remos ejemplos de c6édigos en Python que nos permiten obtener el diagrama de persistencia de un
conjunto de datos, asi como su interpretacion “topolégica’. Puesto que actualmente la homologia
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persistente es usada tanto por mateméticos, como no matematicos, el objetivo de este articulo es
hacer una explicacion elemental de la misma y los conceptos a su alrededor.

2.

Metodologia

El presente trabajo se desarrolla bajo la siguiente metodologia teérica-expositiva:

1. Rewvision conceptual y estructuracion tedrica.

Se realizd una revision selectiva de literatura en Anélisis Topologico de Datos, a partir de
la cual se organizaron los conceptos fundamentales de la homologia persistente incluyendo
filtraciones, complejos simpliciales y diagramas de persistencia.

. Enfoque ilustrativo mediante ejemplos.

Para facilitar la comprension de los conceptos, se emplearon ejemplos para resaltar propie-
dades topologicas especificas (como componentes conexas o ciclos). Estos ejemplos permiten
observar, partiendo de los grupos de homologia, las caracteristicas topolégicas de un espacio.

. Implementacion computacional y andlisis cualitativo

Como complemento a la exposiciéon tedrica, se incorpord un componente computacional basado
en la biblioteca Ripser de Python. En este contexto, se calcularon diagramas de persistencia
de conjuntos de datos generados computacionalmente de manera aleatoria y se interpretaron
dichos diagramas desde una perspectiva topologica. El objetivo de esta implementacién no
es realizar un estudio experimental exhaustivo, sino mostrar de manera concreta el flujo de
trabajo tipico en el Analisis Topoldgico de Datos.

Algunos preliminares algebraicos

Un grupo abeliano es un conjunto G con una operacién + que cumple las siguientes propie-

dades:

(r +y) € G, para cualesquiera z,y € G.
(r+y)+2z=x+ (y+ z), para cualesquiera x,y, z € G.
x + vy =y + x, para cualesquiera z,y € G.

Existe un elemento neutro en G, usualmente denotado por 0, tal que £+ 0 = z, para cualquier

z €.

Para cada = € G, existe un elemento y de G tal que « + y = 0. Por lo regular, al elemento y
se le llama inverso aditivo de x y se denota por —z.

El conjunto de los niameros enteros, denotado por Z, con la operacién suma usual es un grupo

abeliano. Otro ejemplo clasico de grupo abeliano es Zs, los enteros ciclicos modulo 2, que se obtienen
de Z al definir la relacion de equivalencia: m ~ n si y solo si 2 divide a (m — n). Observemos que
de esta relacion se obtienen tnicamente dos clases de equivalencia, pues todos los ntimeros pares
se relacionan entre si y forman la clase de equivalencia [0] = {n € Z : n es par}; mientras que
de los nimeros impares obtenemos la clase de equivalencia [1] = {n € Z : n es impar}. De esta
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forma, los tnicos elementos de Zg son las clases [0] y [1]. La operacién + sobre Zy se define de la
siguiente manera: [0] +[0] = [0], [1] +[0] = [1] = [0] 4+ [1] v [1] + [1] = [0]. Observemos que —[0] = [0]
y —[1] = [1]. Los lectores interesados en profundizar en los temas de grupos pueden consultar [9] o [7].

Por otra parte, si A es un conjunto cualquiera, consideramos el conjunto
C(A,Z2) ={f:A— Zs: f(x) =[0], para todo x € A, excepto para una cantidad finita de ellos}.

Dados f,g € C(A,Z3), definimos la suma de f y g, denotada por f + g, como la funciéon
f+g: A — Zs con regla de correspondencia (f + g)(z) = f(z) + g(z), para toda =z € A. Es
claro que (f + g) € C(A,Z2). Mas atn, debido a las propiedades de grupo de Zg tenemos que
(f+9+h=f+(g+h)y f+9g =g+ f, para cualesquiera f,g,h € C(A,Z3). Un elemento
distinguible de C'(A4,Z3) es la funcién cero 0 : A — Zg, definida por 0(x) = [0], V2 € A; obviamente
dicha funcion satisface que f+ 0 = f,Vf € C(A,Zs). Finalmente, para cada f € C(A,Zsy)se tiene
que —f, el inverso aditivo de f, es la misma f. Por lo que el conjunto C'(A,Zs) con la operacion +
definida es un grupo abeliano, que en lo sucesivo seré llamado: el grupo abeliano generado por
A con coeficientes en Zs.

Ahora bien, para cada a € A, tenemos definida la funcién f, : A — Zs con regla de correspon-
dencia
1], si z = ;
[0], en otro caso.

i) = {

Notemos que {f, : a € A} es un conjunto generador para C(A, Zs), es decir, que para cualquier
f € C(A,Zy) se tiene que f = fo, + -+ fa,, donde ay, ..., ax son todos los elementos x de A para
los cuales f(z) # [0].

Finalizamos este paréntesis algebraico puntualizando que, como es usual en varios libros de
homologia o topologia algebraica (Ver [8], [13]), en este trabajo aprovecharemos la biyeccion natural
que hay entre los conjuntos {f, : a € A} y A, escribiendo f = a1+ --+ag envezde f = fo,+ - -+ fa,.
De esta manera,

k
C(A,Zy) = {Zai ca; € A, Vi= 1k}
i=1

En este contexto, la operacion + en C(A,Zs) se realiza como si estuvieramos sumando polino-
mios, pero tomando en cuenta que al hacer la reduccién de términos semejantes debemos respetar la
arimética de Zo, por ejemplo, si a € A tenemos que a + a = 0, pues en esta expresion el coeficiente
de cada a es 1, al sumar los coeficientes obtenemos el nimero par 2, que en Zso corresponde con la
clase del [0]; mientras que a 4+ a + a = a, debido a que la suma de coeficientes es el nimero impar
3, que en Zs corresponde con la clase del [1].

4. Complejos Simpliciales

Decimos que los puntos vy, . .., v, € RY estan en posicion general, si el conjunto {v1 —vg,v2 —
V0, . ..,Un — vo} es linealmente independiente en RY. Para que esto tltimo ocurra es necesario que
0 < n < N. Tampoco es dificil mostrar que el conjunto {v; — vy, va — vg,...,v, — v} es lineal-
mente independiente si, y solo si, para cualquier vy, € {vp,...,vn} se cumple que el conjunto
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{v0 = Vkg» - -+ » Ukg—1 — Vks Vkg-+1 — Vkgs - - - » Un — Uk + €S linealmente independiente. Debido a lo an-
terior y usando el hecho de que subconjuntos de conjuntos linealmente independientes también son
linealmente independientes, tenemos que subconjuntos de puntos en posiciéon general también estan
en posicién general.

Si vg,...,v, € RY son puntos en posicién general, definimos el n—simplejo (o simplejo de
dimension n) generado por vy, ..., vy, denotado (vg, ..., v,), como el conjunto
n n
<U0,...,Un>:{2)\ivi : Z)\izl,)\iZO,ViZO,...,n}.
i=0 i=0
] ' i
® &
{Hl} {J'". A';}

ty

tig

Uy

(2]

(]

(W, 1. U ,
Vo0 ELs T2 (v, vy, vg, 1)

Figura 1: Ejemplos de simplejos.

A los puntos vy, . . ., v, les llamamos vértices del simplejo (vy,...,v,). En la Figura 1 podemos
ver ejemplos de n—simplejos con n = 0,1, 2, 3.

Una cara del simplejo o = (vy, . .., vy,) es un simplejo 7 = (wjg, . . ., w;, ), donde {w;, ..., w;, } C
{vo,...,vn}. En este caso, escribimos 7 < ¢. La dimensioén de 7 como cara de o es la misma que la
dimension de 7 como simplejo.

La frontera topologica de un n—simplejo o = (v, ..., v,), denotada Fr(o), se define como
el conjunto

Fr(o) = {(Z)"U’> €0 : A\ =0, paraalgin j € {O,...,n}} .
=0

De la definicion se puede observar que F'r(o) consiste precisamente de la union de todas las
caras de ¢ cuya dimension es igual a n — 1 (Ver Figura 2).

Definiciéon 4.1. Un complejo simplicial finito (o simplemente, un complejo simplicial) K
es un conjunto finito de simplejos que tiene las siguientes propiedades:

(1) Sice K y7 <o, entonces T € K.

(2) Sio,pe KyonNp#0D, entoncesoNp <o yoNp=<p.
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Figura 2: Fronteras topolégicas de algunos simplejos.

Sea K un complejo. La dimension de K, denotada dim(K), se define como el méaximo de las
dimensiones de los simplejos que pertenecen a K, y a los 0—simplejos de K también les llamamos
vértices de K. El poliedro de K, denotado |K|, se define como la unién de todos los simplejos
que pertenecen a K, es decir, |[K| = U .

ceK

Ejemplo 4.1.

(a) Sean vg,v1 € R2. Considere K = {{vg), (vo,v1)}. El conjunto K no es un complejo simplicial,
pues (v1) es una cara del simplejo (vy,v1), que no pertenece a K.

(b) Si o es un n—simplejo, entonces el conjunto K, = {17 : 7 < o} es un complejo simplicial, el
cual es llamado el complejo simplicial asociado a o. En este ejemplo, la dimension de
K, es la misma que la del simplejo o, el conjunto de vértices de K, es igual al conjunto de
vértices de o y |K,| = o.

(c) Sean € N. Dado un n—simplejo o, el conjunto Kp.;) = {17 :7 <0 ydim(r) <n—1} es un
complejo simplicial de dimension n — 1. Ademds, el conjunto de vértices de Kp, () coincide
con el conjunto de vértices de o y |Kpy(5)| = Fr(o).

No siempre se tiene que subconjuntos de un complejo simplicial sean también complejos simpli-
ciales, sin embargo, cuando dichos subconjuntos cumplen la primera propiedad de la definicién se
garantiza que si lo son. Con la finalidad de que este trabajo sea autocontenido, demostramos este
hecho en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.1. Sea K un complejo simplicial y sea L C K. Supongamos que para todo o € L se
cumple que cualquier cara de o también pertenece a L. Entonces L es un complejo simplicial.

Demostracion. La primera propiedad que L tiene que cumplir para ser complejo simplicial se sigue
por hipotesis. Ahora bien, supongamos que o y p son simplejos en L tales que o N p # (). Dado que
L C K, tenemos que o,p € K y, en consecuencia, c Np < oy ogNp < p, por ser K un complejo
simplicial. Por lo tanto, L es un complejo simplicial. O

Es necesario también puntualizar que el resultado anterior es el puente que conecta a los com-
plejos simpliciales (geométricos) presentados en la Definicion 4.1, con los complejos simpliciales
abstractos que son mas tutiles para fines computacionales [5].
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5. Homologia de un complejo simplicial

Sean K un complejo simplicial y K, el subconjunto de r—simplejos que pertenecen a K. Deno-
tamos por C,(K) al grupo libre abeliano generado por K, con coeficientes en Zsg, es decir,

k

Cr(K) = {Zai co; € K, Vi = 1,...,k} .
i=1

A los elementos de Cy(K) les llamamos cadenas de K de dimension r. La suma en C,(K) se

realiza tal como se defini en la Seccién 3, como si las cadenas fueran polinomios pero implemen-

tando en los coeficientes la aritmética de Zs.

Sea o = (vg,...,v), con r > 1. Se define la r—ésima frontera de o (con coeficientes en Zs),

denotada por 0,0, como
-

E)Ta:z<v0,...,®i,...,vr>,

i=0
donde (vg,...,0;,...,v,) denota al simplejo que se obtiene removiendo al punto v; del conjunto
{vo,...,v}. En el caso de un 0—simplejo o = (vp), definimos dpo = 0. En la Tabla 1 se observan

algunos ejemplos de fronteras.

Tabla 1: Algunas fronteras de simplejos

o oo
{vo) 0
{vo, v1) (v1)+(vo)
(vo, v1,v9) (v1,v2) + (vg, v2) + (vo, v1)

(v, v1,v2,v3)  (v1,v2,v3) 4+ (Vo,v2,v3) + (vo, v1,v3) + (Vo, V1, V2)

Notemos que si o es un r—simplejo, entonces 0,0 € C,_1(K). Por lo que podemos extender
Or a la funcion 0, : C.(K) — C,_1(K) definiendo OT(EL 0;) = Zle 0,04, para toda cadena

<Zf:1 0¢> € Cy(K). Asi mismo, definimos dy : Co(K) — {0} como la funciéon cero. Para cada

r € NU {0}, la funcién 0, recibe el nombre de r—ésimo operador frontera. Asociados a los
operadores frontera J, tenemos los conjuntos:

Kerd, ={ce C.(K) : 0,c =0}

Im0Or41 ={ce€ Cp(K): ¢ = 0pq1d, paraalgin d € Cr11(K)}.

Mas atn, los operadores frontera satisfacen que cuando hacemos la composicion de dos conse-
cutivos, el resultado es la funcion cero (Ver [8], [13] o [10]), es decir,

Or 0 0pp1 =0, paratodor =0,1,2,....

Como una consecuencia de esta propiedad tenemos que Imd,+1 C Kerd,, paratodor =0,1,2,....
En Kero, definimos la relacion de equivalencia:

21 ~ 29 < existe ¢ € Cpy1(K) tal que Op11¢ = 21 + 29,
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donde 21, z9 € Kerd,. Cuando dos elementos de Kerd, estan relacionados decimos que son homo-
logos.

Ejemplo 5.1. Sea K un complejo simplicial y sea (vo,v1) un 1-simplejo de K. Los 0-simplejos (vo)
y (v1) son homdlogos, pues 01{vg,v1) = (v1) + (vo). De hecho, cualesquiera dos 0-simplejos en K
que estén conectados por una sucesion finita de 1-simplejos, son homdlogos.

Ejemplo 5.2. Considere el 2-simplejo o = (vo,v1,v2). En K, la 1—cadena (vo,v1) + (v1,v2) +
(vg,v9) es homdloga a la cadena 0, ya que

02 (vg, v1,v2) = (vo,v1) + (v1,v2) + (v2,v9) + 0.

En general, para un r—simplejo o = (vo, ..., vy), la cadena Yy ;_(vo, ..., 0, ...,v.) es homdloga

a la cadena 0, pues
,

Oro = Z(vo,...,ﬁi,...,vr>.
i=0
Como es usual en matematicas, denotamos por [z] al conjunto de elementos de Kerd, que estan
relacionados con z, es decir,
[2] ={w € Kerd, : w~ z}.
A las clases de equivalencia de la relaciéon de equivalencia ~ definida anteriormente, les llama-

mos clases de homologia, y denotamos con H,(K,Zs) al conjunto de dichas clases, es decir,
H,(K,Z) ={[z]: z € Kero,}.

En H,(K,Zs) la operacion [z1] + [22] := [21 + 22] no depende de los representantes de las clases,
por lo cual, dicha operacion esta bien definida. Ademés esta operacion es cerrada, conmutativa,
asociativa, tiene a [0] como elemento neutro y cada clase [z] tiene como inverso aditivo a la misma
clase [z], por lo que H, (K, Zs2) junto con la operacion [z1]+[z2] = [21+ 22| forman un grupo abeliano.

Definicion 5.1. Sea K un complejo simplicial. Para cada r € NU {0}, el grupo H,(K,Zs3) es el
r—ésimo grupo de homologia de K con coeficientes en Zs.

En este punto también nos gustaria hacer énfasis, como se explica implicitamente en el Capitulo
IV de [5], que para cada r € NU{0} el grupo H,(K,Zs3) es un grupo finitamente generado, es decir,
existe un subconjunto finito E de H,(K,Zs) tal que si [z] € H,(K,Zs), entonces [z] = Zle[gi],
para algunos [g;] € E.

En lo sucesivo, con el fin de simplificar la notacion, escribiremos H,.(K) en vez de H,(K,Zs).

Ejemplo 5.3. Sea 0 = (vg,...,v,) un n—simplejo, con n > 1. Tal como se establece en [8], los
grupos de homologia de Ky y Kp,(5) son los siguientes:

| Zs, sur =0,
Hy(Ko) = { 0, en otro caso;
Zo, sir € {0,n — 1},

0, en otro caso.

Hy (Kpr(o)) = {

En el caso de Ho(Ks) y Ho(Kpy(o)), la clase de homologia de cualquier vértice funciona como

un generador de estos grupos de homologia, mientras que para Hp, 1(Kpy(s)) un generador es
n

S 00y 3B va))-

=0
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Por hechos como los mostrados en los ejemplos 5.1, 5.2 y 5.3 es comiin pensar que el r—ésimo
grupo de homologia en cierta manera detecta los “agujeros r—dimensionales” que tiene un espacio
topologico.

6. Homologia persistente

La homologia persistente puede definirse para diversos tipos de complejos simpliciales, sin embar-
go, con la finalidad de realizar una mejor exposiciéon de la misma, en este articulo s6lo abordaremos
la homologia persistente de los complejos de Vietoris-Rips asociados a un conjunto de puntos en R¥.
Asi mismo, para seguir usando la definiciéon que tenemos de complejo simplicial y evitar introducir
los complejos simpliciales abstractos, los cuales forman parte del enfoque usual que se sigue en la
literatura, presentamos una definicién equivalente del Complejo de Vietoris-Rips que nos permite
considerar a los elementos de dicho complejo como simplejos geométricos contenidos en un espacio
euclidiano. Recomendamos consultar [5] o [2] a los lectores que estén interesados en un tratamiento
mas profundo de estos temas.

Dados p € RF y ¢ > 0, se define la bola cerrada con centro en p y radio r, denotada por
B:(p), como
B:(p) ={g € R*: |]p —q|| <&},

donde || - || denota a la norma euclidiana.

Definiciéon 6.1. Sea X = {pg,...,pr} un conjunto de k + 1 puntos en R™. Dado € > 0, definimos
el conjunto VR.(X) de la siguiente manera:

Paso 1: Por cada punto p; de X, elegimos un punto v; de R¥ de tal forma que los puntos
V0, ...,V estén en posicion general en R¥. Estos puntos v; serdn los dnicos vértices de VR(X).

Paso 2: Sip;y,...,pi, son puntos en X y cualesquiera dos de ellos, digamos p;, vy pi,, satisfa-
cen que Be(pi,) N Be(pi,) # 0, agregamos un m—simplejo a VR.(X) que tenga como vértices a los
puntos vy, . .., i, , donde estos puntos Vi; sOom como en el punto anterior.

En la Figura 3 mostramos un ejemplo de esta construccion. De la definiciéon 6.1, se sigue que
VR:(X) esta contenido en K, el complejo simplicial asociado al k—simplejo o = (vg, ..., vx). De
hecho, dado que X es finito, existe una constante C' > 0 para el cual VR.(X) = K,, para todo
e>C.

Teorema 6.1. El conjunto VR.(X) es un complejo simplicial.

Demostracion. Dado que VR.(X) C K,, basta probar por la Proposicion 4.1 que para todo
simplejo (viy,...,v;,,) de VR(X) se cumple que sus caras también pertenecen a VR.(X). Sea
(wjy, ... wj,) una cara de (vjy,...,v;,). Sean p;,...,p;, los puntos de X que estdn en correspon-
dencia con los puntos v, ..., v;,, de VR:(X), respectivamente. En particular, sean pj,,...,p;, los
puntos en correspondencia con wj,, ..., w;,, respectivamente. Por definicion de cara, tenemos que
{wjy,...,w;,} CA{vig,...,vi,}y, en consecuencia, {pjy,...,pj,} T {Piy,---,DPi, }. Por construccion,
los puntos py,, . . . , pi,, satisfacen que B.(p;,)NBe(pi,) # 0, para cualesquiera p;,, pi, € {Pigs- -+ Pim |»
por lo que, en particular, cualesquiera dos elementos de {pj,, ..., p;,} también satisfacen lo mismo.
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Conjunto X Poliedro de VR.(X)

¥

=92

Figura 3: Ejemplo de construccion de VR (X).

Por lo tanto, (wj,...w;,) también pertenece a VR.(X) y, por tanto, VR.(X) es un complejo
simplicial. O

Al complejo simplicial V R.(X) se le conoce como el complejo de Vietoris-Rips de X con
radio . La condicion B (p;,) N B:(p;,) # 0 en el Paso 2 de la Definicion 6.1, es equivalente a

que p;, v pi, estan a una distancia menor o igual que 2¢, que es como aparece en algunas de las
referencias (Ver [5]).

Sean €1,e9 > 0 con €1 < €3,y VR, (X), VR, (X), los respectivos complejos de Vietoris-Rips
de X con radio €1 y €2. Notemos que si (v, ..., v;,) es un simplejo de V R, (X), por construccion,
existen puntos pj,,...,pi,, € X tales que Be (pi,) N Be (pi,) # 0, para cualesquiera p; ,p;, €
{Pig>- -+ Pin }- Luego, puesto que 1 < €2, tenemos que B, (p;;) C Be,(p;;), para todo j = 0,...,m;
por lo que 0 # Be,(pi,) N Be, (pi;) C Bey(pi,) N Bey(pi,)- De esta forma, (vy,,...,v;, ) también es
un simplejo de V R, (X). Asi hemos probado que si €1 < €9, entonces VR, (X) C VR, (X). En
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general, tenemos que dados
O<ep <eg <+ < ey,

éstos inducen una filtracion en los respectivos complejos de Vietoris-Rips, es decir, tenemos que
VR, (X) CVR,(X)C--- C VR, (X).
Mas afin, las contenciones anteriores inducen funciones ¢; : Cr(VR: (X)) — Cr(VR., (X)),

definidos por ¢; <Z cs> = ch, para cada j € {1,...,k — 1} y r € NU{0}. Algunas de las

s=1 s=1
propiedades importantes de estas funciones ¢; son las siguientes:

1. pj(c) =c, paracada c € (VR (X)) y je{l,...,k =1}

2. pjer +c2) = pj(c1) + pj(ce), para cualesquiera ¢, c2 € Cr(V R, (X))
3. j(Kero,) C Kero,

4. @i(Im0Oyp41) C ImOyp41.

Por lo anterior, las funciones ¢; : C.(V R (X)) — Cr(VRc,,, (X)) a su vez inducen funciones
((pj)* : HT(VRE]‘ (X)) — HT(VR5j+1 (X))

definidas por (¢;)«([c]) = [¢;(c)], para cada ¢ € Kero,.

Notemos que puede ocurrir que una clase [d] de H,(V R, ,(X)) no pertenezca a la imagen de
(©j)«, en este caso decimos que la clase [d] nace en VR, (X). Por otra parte, si [c] es una clase
de H,(V Re;(X)), podria ocurrir que (¢;)«([c]) sea igual a una clase [d] de H,(V R, , (X)) nacida
antes que [c], cuando esto ocurre decimos que la clase [c] muere en VR, ,(X). Por construccion,
los 0—simplejos (vg), ..., (vk) de VR:(X) nacen todos al mismo tiempo, por lo que en este caso,
por convencién, moriré el vértice que tenga el indice mayor. En la Figura 4 podemos apreciar como
al pasar de ¢ = 6 a ¢ = 9, el generador [(v3)] del 0—ésimo grupo de homologia se muere.

De esta manera, dados 0 < g1 < g9 < - -+ < €, tenemos funciones

)

Ho(VR, (X)) 22 B g v (x0)) 25 g v, () B Bl g v R, (X)),

y la homologia persistente hace un seguimiento de como van naciendo y muriendo los generadores
de los grupos de homologia. Esto se realiza, ya sea por medio de un diagrama de persistencia o
mediante un coédigo de barras de persistencia. El diagrama de persistencia es un conjunto finito
de puntos en [0,00) x [0,00]. La primera coordenada de estos puntos representa el momento en
que un generador nace, mientras que la segunda coordenada representa cuando dicho generador
muere. Como habfamos mencionado antes, la homologia detecta los agujeros del espacio, por lo
que los generadores de la homologia que persisten durante més tiempo, permiten entender la
configuracion o la forma en la que estan distribuidos los puntos del conjunto X en R*. Por ejemplo,
la persistencia de los generadores del 0-ésimo grupo de homologia nos indican que tan dispersos
estan los puntos de X; en cambio la persistencia de los generadores del primer grupo de homologia
podria indicar la forma en que dichos puntos estan agrupados. Vale la pena hacer notar que en
ocasiones también es interesante hacer un seguimiento de las clases con baja persistencia, pues estas
estan asociadas con el ruido de los datos, ver, por ejemplo, [1].
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Figura 4: Nacimiento y muerte de generadores de H,(V R.(X)).

7. Obtencién de diagramas de persistencia usando Python

Python es uno de los lenguajes de programacién mas usados en la actualidad, por esa ra-
zon cuenta con una cantidad enorme de bibliotecas y paquetes con los que puede equiparse [6].
Entre estos podemos encontrar a Ripser [12|, Persim [1|, numpy, y matplotlib. En esta seccion
nos enfocaremos en el uso de estas bibliotecas para la construccién del diagrama de persistencia.
La biblioteca Ripser, en particular, para su implementacién construye el complejo de Vietoris-
Rips de un conjunto de datos X y no permite la construcciéon de otro tipo de complejos sim-
pliciales (Cech, cubicos, etc). Todos los codigos de esta seccidon se encuentran en el repositorio:
https://github.com/amayler/homologiaPersistente

Ejemplo 7.1. Generadores del 0-ésimo grupo de homologia. En este ejemplo aplicamos
Ripser para obtener el diagrama de persistencia del conjunto data, que consiste de 200 puntos en el
plano. Las coordenadas de los puntos de data varian en un rango de 1-1000 o 2000-3000. El cédigo
en Python para realizar todo lo anterior es el siguiente:

HRARRAARBHRRRARAARRHRHRARARARRHRRRRAAAARH
# Importamos las bibliotecas mnecesarias
tmport nmumpy as np

tmport matplotlib.pyplot as plt

from ripser import ripser

from persim import plot_diagrams

X E TS EE SRR E T
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HARAARHRBHRRARAAARHRRRRAAAAARHRRRRRRAAHHA

# Fijamos wuna semilla para que los resultados sean
reproducibles

np.random. seed (0)

XSRS R R T

HRARRARRHHRRAAAAARHRRRRARAAARHRRRRRRAAAHRHH

# Generamos 100 puntos aleatorios en el plano, cuyas
# coordenadas en X y Y warian en el rTango 1-1000

# Estos puntos los guardamos en la variable ‘datal’
datal=np.random.randint (1,1000,(100,2))

# Genmneramos 100 puntos aleatorios en el plano, cuyas
# coordenadas en X y Y warian en el rango 2000-3000
# Estos puntos los guardamos en la variable ‘datal’
data2=np.random.randint (2000,3000, (100,2))

# Finalmente, con datal y data2 formamos el conjunto de
# puntos ‘data’, al cual le aplicaremos las técnicas
# de homologia persistente

data=np.vstack ((datal,data2))
RARRRARRRRAR ARG RARBRR R R R AR B R AR R R AR RAH

X EE SRS E R

# Graficamos los puntos del conjunto ‘data’
z,y=data.T

plt.plot(z,y,’ro’)

plt.show()
RARRARRBHRRRRAARRRRRRRRARRRHRRRRRR AR AR

HREARBBRHBRRBRBRRARRARBRBRRBRRBRRRHRA RS

# Pedimos a Ripser que haga el diagrama de perstistencia
# asociado a los puntos almacenados en ‘data’
diagrams=ripser (data) [’ dgms’]

plot_diagrams (diagrams, show=True)
HRRRBBHRAAAAAAARRRRRRRRHRRRRAAARRRRRRRRRHY

Compilamos el codigo anterior y en la Figura 5 presentamos los puntos del conjunto data, mien-
tras que el diagrama de persistencia del conjunto data se muestra en la Figura 6. Tal como pue-
de apreciarse en la Figura 5, los puntos del conjunto data estdan distribuidos en los rectdngulos
[1,1000] x [1,1000] y [2000,3000] x [2000,3000]. Esto se ve reflejado en el diagrama de persisten-
cia de la Figura 6, pues como se puede apreciar en él hay dos generadores del 0-ésimos grupos de
homologia que permanecen vivos mucho mds tiempo que los otros. Estos puntos estdn representados
por puntos azules de altura mayor a 1500.

https://revistajobs.ujat.mx 132


https://revistajobs.ujat.mx

Jair Remigio-Judrez et al. Journal of Basic Sciences vol. 12 (34), p. 121-139, mayo—agosto 2026

2500 .'&" S '.t..
2000 a.,:-.: : ;0..
1500 -
10007 gne. e e
500 1 ‘3 z. . . -t'f
° . ':go{\'"
04 .‘ .' ‘..‘...

T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 5: Puntos del conjunto data del ejemplo 7.1.
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Figura 6: Diagrama de persistencia del conjunto data del ejemplo 7.1.

Veamos ahora un ejemplo que nos permita entender cémo funcionan los generadores del primer

grupo de homologia.

Ejemplo 7.2. Generadores del primer grupo de homologia. Para este ejemplo usamos el

siguiente codigo:

XTSRS R R e
# Importamos las bibliotecas mnecesarias
tmport numpy as np

tmport matplotlib.pyplot as plt

from ripser import ripser

from persim import plot_diagrams
XTSI TS EE T EEEEEEE TS
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RARRAARBHRRAAAAAARHRHRARAAARRHHRRRRAAAARH

# Fijamos wuna semtlla para que los resultados sean
reproducibles

np.random. seed (0)

HARAAHRRBHRARRAAARHRRRARAAAHRHRRRRRRAAAAH

R E e

# Generamos un conjunto aleatorio ‘data’
zl=np.random.randint (1,100, (100,1))
yl=np.random.randint (100,200, (100,1))
datal=np.vstack ((x1.T,y1.7)).T

z2=np.random. randint (100,200, (100,1))
y2=np.random. randint (200,300, (100,1))
data2=np.vstack ((z2.T,y2.7)).T

z3=np.random.randint (200,300, (100,1))
y3=np.random. randint (100,200, (100,1))
data3=np.vstack ((¢3.7,y3.7)).T

z4=np.random.randint (100,200, (100,1))
y4=np.random.randint (1,100, (100,1))
dataf=np.vstack ((z4.T,y4.T)).T

data_uno=np.vstack ((datal,data2)).T
data_dos=np.vstack ((data3,dataq)).T
data=np.vstack ((data_uno.T,data_dos.T))
RARRRBRARRARRRRARRGR AR R AR R RR AR R RR AR

X E TSRS R R e

# Graficamos los puntos del conjunto ‘data’
z,y=data.T

plt.plot(z,y, ’ro’)

plt.show()
XTSRS R R E T

XS E TSRS E RS

# Pedimos a Ripser que haga el diagrama de persistencia
# asociado a los puntos almacenados en ‘data’
diagrams=ripser (data) [’ dgms’]

plot_diagrams (diagrams , show=True)

XSS EE TS E SRR

Al compilar nuestro cddigo obtenemos los puntos mostrados en la Figura 7. En la Figura 8, los
puntos naranjas representan la persistencia de los generadores del primer grupo de homologia. En
esta misma figura hay un punto naranja que tiene altura mayor a 100, muy distante de los otros
puntos naranjas. Dicho punto naranja refleja la existencia de un generador del primer grupo de
homologia que persiste durante mucho tiempo, esto se debe a que el conjunto data estd agrupado
alrededor de una elipse, como se muestra en la Figura 9.
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Figura 7: Puntos del conjunto data del ejemplo 7.2.
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Figura 8: Diagrama de persistencia del conjunto data del ejemplo 7.2.
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Figura 9: Conjunto data del ejemplo 7.2 agrupados en torno a una elipse.
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8. Conclusiones

A lo largo de este trabajo, presentamos los complejos de Vietoris-Rips y la homologia persistente
asociada a un conjunto finito de puntos en R*. Ademas, se mostraron un par de ejemplos de como
se usan algunos paquetes de Python para obtener el diagrama de persistencia de un conjunto de
datos y la forma en que se interpreta el diagrama de persistencia. Es necesario mencionar, que a
pesar de que en los ejemplos se usaron conjuntos de puntos en R?, Ripser es capaz de trabajar con
conjuntos de puntos contenidos en espacios euclidianos de dimensiones mayores a 2.
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