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En el numero 34 del Journal of Basic Sciences se presentan ocho contribuciones que
reflejan el caracter multidisciplinario de la revista, al abordar temas relacionados con
ingenieria y ciencias de materiales, ensefianza de las ciencias, farmacéutica, fisica y
matematicas. Desde sus respectivas areas, los trabajos emplean herramientas cientificas
para ampliar el conocimiento, fortalecer los procesos de ensefianza-aprendizaje y contribuir
a la solucién de problematicas de interés social, tecnolégico y académico.

El numero inicia con el articulo de Lopez-Zapata et al., en el que se evalla la corrosion
atmosférica del acero al carbono y cobre en el municipio de Cunduacan, Tabasco,
considerando la presencia de contaminantes atmosféricos asociados al entorno. Los
resultados destacan la importancia de fortalecer las estrategias de control de emisiones y
proteccion de materiales empleados en infraestructura industrial y residencial,
particularmente en regiones con actividad petrolera.

Posteriormente, se presentan dos contribuciones relacionadas con la ensefianza de las
ciencias. Perera Cortez et al. desarrollan y validan un prototipo didactico de un mecanismo
biela-manivela con corredera para la ensefianza de la cinematica en estudiantes de
ingenieria. El dispositivo integra teoria, simulacion y mediciones experimentales,
favoreciendo una comprensiéon mas interactiva de los conceptos estudiados. Por su parte,
Lopez-de Dios et al. analizan el uso y valoracion de herramientas informaticas por
profesores de la Licenciatura en Quimica de la Universidad Juarez Autbnoma de Tabasco
durante la transicidon hacia la ensefanza virtual ocasionada por la pandemia de COVID-19.
Sus resultados resaltan la necesidad de fortalecer no solamente las competencias técnicas
digitales, sino también su adecuada integracion pedagdgica en la ensefianza de disciplinas
experimentales.

En el area farmacéutica, Diaz-Martinez et al. comparan la ciclofosfamida y la bendamustina
para el tratamiento del cancer desde wuna perspectiva farmacoterapéutica vy
farmacoecondmica. El estudio considera eficacia, costos, reacciones adversas vy
disponibilidad de los medicamentos, proporcionando elementos para apoyar la toma de
decisiones clinicas. Los resultados muestran ventajas econémicas para la ciclofosfamida,
mientras que la bendamustina representa una alternativa cuando se priorizan aspectos
relacionados con tolerabilidad y seguridad.

Dentro del area de fisica, Rendon et al. estudian la variacion de la presion atmosférica con
respecto a la altura mediante modelos que incorporan un gradiente lineal de temperatura
en las ecuaciones de estado de los gases ideales y de van der Waals. Esta aproximacion
permite representar de manera mas realista el comportamiento de la atmdésfera terrestre y
explorar posibles comportamientos en Venus, Marte y Titan.

El numero incluye ademas tres contribuciones del area de matematicas. Balcazar-Araiza y
Ojeda presentan una generalizacién dentro del Calculo Fraccionario Multivariable mediante
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la definicion y anadlisis de integrales y diferenciales de Riemann-Liouville de tipo (a, k, P),
estableciendo propiedades y teoremas fundamentales asociados a estos operadores.
Toledo et al. desarrollan un método numérico basado en elementos finitos para resolver
ecuaciones diferenciales unidimensionales que involucran la derivada conformable,
ofreciendo una herramienta para la aproximacion eficiente de este tipo de problemas.
Finalmente, Remigio-Juarez et al. presentan una introduccion a los complejos de Vietoris-
Rips y a la homologia persistente, incluyendo el uso de diagramas de persistencia y
herramientas computacionales en Python para el analisis de conjuntos de datos, con
posibles aplicaciones en diversas areas cientificas.

De este modo, el numero 34 del Journal of Basic Sciences reune investigaciones vy
contribuciones académicas que muestran la diversidad de enfoques de las ciencias basicas
y sus aplicaciones. En conjunto, los articulos fortalecen la difusion y divulgacion del
conocimiento cientifico y buscan generar impacto en los ambitos regional, nacional e
internacional.
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Resumen

Presentamos los conceptos necesarios para entender céomo funciona la homologia persistente de
complejos de Vietoris-Rips. Asi como también damos ejemplos de como se usa Python para el
célculo de los diagramas de persistencia.

Palabras claves: Ciencia de Datos, Homologia Persistente, Andlisis Topoldgico de Datos, Python

Abstract
We present the basic notions to understand the persistent homology of Vietoris-Rips complexes. For
computations, we introduce examples using some Python libraries.

Keywords: Data Science, Persistent Homology, Topological Data Analysis, Python

Recibido: 30 de junio de 2025. Aceptado: 25 de abril de 2026. Publicado: 31 de agosto de 2026.

1. Introduccién

Los grupos de homologia son invariantes algebraicos de los espacios topoldgicos. A pesar de que
la homologia es un concepto algebraico, es posible obtener de ella informacién topolbégica de los
espacios en cuestion, en particular, en este trabajo nos concentraremos, en los grupos de homologia
de los complejos simpliciales. Por otra parte, una filtracién es una sucesién anidada de complejos
simpliciales y al calcular la homologia para cada complejo en la filtraciéon, se puede rastrear el “na-
cimiento” y la “muerte” de las clases de homologia. Esta informacién se codifica de manera concisa
en los diagramas de persistencia, que ilustra un conjunto de puntos (x, y) en el plano con y > =z,
donde la coordenada x representa el momento en que una clase de homologia nace, mientras que
la coordenada y representa el momento en que dicha clase de homologia muere. La persistencia
de una clase de homologia se mide por la diferencia entre su tiempo de muerte y su tiempo de
nacimiento [4]. Esta técnica es conocida actualmente como homologia persistente y debido a su
versatilidad se ha aplicado en diversas disciplinas, como el analisis de iméagenes [3] y la biologia [11].

En este articulo, ademas de la teoria requerida para definir la homologia persistente, presenta-
remos ejemplos de c6édigos en Python que nos permiten obtener el diagrama de persistencia de un
conjunto de datos, asi como su interpretacion “topolégica’. Puesto que actualmente la homologia
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persistente es usada tanto por mateméticos, como no matematicos, el objetivo de este articulo es
hacer una explicacion elemental de la misma y los conceptos a su alrededor.

2.

Metodologia

El presente trabajo se desarrolla bajo la siguiente metodologia teérica-expositiva:

1. Rewvision conceptual y estructuracion tedrica.

Se realizd una revision selectiva de literatura en Anélisis Topologico de Datos, a partir de
la cual se organizaron los conceptos fundamentales de la homologia persistente incluyendo
filtraciones, complejos simpliciales y diagramas de persistencia.

. Enfoque ilustrativo mediante ejemplos.

Para facilitar la comprension de los conceptos, se emplearon ejemplos para resaltar propie-
dades topologicas especificas (como componentes conexas o ciclos). Estos ejemplos permiten
observar, partiendo de los grupos de homologia, las caracteristicas topolégicas de un espacio.

. Implementacion computacional y andlisis cualitativo

Como complemento a la exposiciéon tedrica, se incorpord un componente computacional basado
en la biblioteca Ripser de Python. En este contexto, se calcularon diagramas de persistencia
de conjuntos de datos generados computacionalmente de manera aleatoria y se interpretaron
dichos diagramas desde una perspectiva topologica. El objetivo de esta implementacién no
es realizar un estudio experimental exhaustivo, sino mostrar de manera concreta el flujo de
trabajo tipico en el Analisis Topoldgico de Datos.

Algunos preliminares algebraicos

Un grupo abeliano es un conjunto G con una operacién + que cumple las siguientes propie-

dades:

(r +y) € G, para cualesquiera z,y € G.
(r+y)+2z=x+ (y+ z), para cualesquiera x,y, z € G.
x + vy =y + x, para cualesquiera z,y € G.

Existe un elemento neutro en G, usualmente denotado por 0, tal que £+ 0 = z, para cualquier

z €.

Para cada = € G, existe un elemento y de G tal que « + y = 0. Por lo regular, al elemento y
se le llama inverso aditivo de x y se denota por —z.

El conjunto de los niameros enteros, denotado por Z, con la operacién suma usual es un grupo

abeliano. Otro ejemplo clasico de grupo abeliano es Zs, los enteros ciclicos modulo 2, que se obtienen
de Z al definir la relacion de equivalencia: m ~ n si y solo si 2 divide a (m — n). Observemos que
de esta relacion se obtienen tnicamente dos clases de equivalencia, pues todos los ntimeros pares
se relacionan entre si y forman la clase de equivalencia [0] = {n € Z : n es par}; mientras que
de los nimeros impares obtenemos la clase de equivalencia [1] = {n € Z : n es impar}. De esta
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forma, los tnicos elementos de Zg son las clases [0] y [1]. La operacién + sobre Zy se define de la
siguiente manera: [0] +[0] = [0], [1] +[0] = [1] = [0] 4+ [1] v [1] + [1] = [0]. Observemos que —[0] = [0]
y —[1] = [1]. Los lectores interesados en profundizar en los temas de grupos pueden consultar [9] o [7].

Por otra parte, si A es un conjunto cualquiera, consideramos el conjunto
C(A,Z2) ={f: A— Zsy: f(x) =[0], para todo x € A, excepto para una cantidad finita de ellos}.

Dados f,g € C(A,Z3), definimos la suma de f y g, denotada por f + g, como la funciéon
f+g: A — Zs con regla de correspondencia (f + g)(z) = f(z) + g(z), para toda =z € A. Es
claro que (f + g) € C(A,Z2). Mas atn, debido a las propiedades de grupo de Zg tenemos que
(f+9+h=f+(g+h)y f+9g =g+ f, para cualesquiera f,g,h € C(A,Z3). Un elemento
distinguible de C'(A4,Z3) es la funcién cero 0 : A — Zg, definida por 0(x) = [0], V2 € A; obviamente
dicha funcion satisface que f+ 0 = f,Vf € C(A,Zs). Finalmente, para cada f € C(A,Zsy)se tiene
que —f, el inverso aditivo de f, es la misma f. Por lo que el conjunto C'(A,Zs) con la operacion +
definida es un grupo abeliano, que en lo sucesivo seré llamado: el grupo abeliano generado por
A con coeficientes en Zs.

Ahora bien, para cada a € A, tenemos definida la funcién f, : A — Zs con regla de correspon-
dencia
1], si z = ;
[0], en otro caso.

i) = {

Notemos que {f, : a € A} es un conjunto generador para C(A, Zs), es decir, que para cualquier
f € C(A,Zy) se tiene que f = fo, + -+ fa,, donde ay, ..., ax son todos los elementos x de A para
los cuales f(z) # [0].

Finalizamos este paréntesis algebraico puntualizando que, como es usual en varios libros de
homologia o topologia algebraica (Ver [8], [13]), en este trabajo aprovecharemos la biyeccion natural
que hay entre los conjuntos {f, : a € A} y A, escribiendo f = a1+ --+ag envezde f = fo,+ - -+ fa,.
De esta manera,

k
C(A,Zy) = {Zai ca; € A, Vi= 1k}
i=1

En este contexto, la operacion + en C(A,Zs) se realiza como si estuvieramos sumando polino-
mios, pero tomando en cuenta que al hacer la reduccién de términos semejantes debemos respetar la
arimética de Zo, por ejemplo, si a € A tenemos que a + a = 0, pues en esta expresion el coeficiente
de cada a es 1, al sumar los coeficientes obtenemos el nimero par 2, que en Zso corresponde con la
clase del [0]; mientras que a 4+ a + a = a, debido a que la suma de coeficientes es el nimero impar
3, que en Zs corresponde con la clase del [1].

4. Complejos Simpliciales

Decimos que los puntos vy, . .., v, € RY estan en posicion general, si el conjunto {v1 —vg,v2 —
V0, . ..,Un — vo} es linealmente independiente en RY. Para que esto tltimo ocurra es necesario que
0 < n < N. Tampoco es dificil mostrar que el conjunto {v; — vy, va — vg,...,v, — v} es lineal-
mente independiente si, y solo si, para cualquier vy, € {vp,...,vn} se cumple que el conjunto
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{v0 = Vkg» - -+ » Ukg—1 — Vks Vkg-+1 — Vkgs - - - » Un — Uk + €S linealmente independiente. Debido a lo an-
terior y usando el hecho de que subconjuntos de conjuntos linealmente independientes también son
linealmente independientes, tenemos que subconjuntos de puntos en posiciéon general también estan
en posicién general.

Si vg,...,v, € RY son puntos en posicién general, definimos el n—simplejo (o simplejo de
dimension n) generado por vy, ..., vy, denotado (vg, ..., v,), como el conjunto
n n
<U0,...,Un>:{2)\ivi : Z)\izl,)\iZO,ViZO,...,n}.
i=0 i=0
] ' i
® &
{Hl} {J'". A';}

ty

tig

Uy

(2]

(]

(W, 1. U ,
Vo0 ELs T2 (v, vy, vg, 1)

Figura 1: Ejemplos de simplejos.

A los puntos vy, . . ., v, les llamamos vértices del simplejo (vy,...,v,). En la Figura 1 podemos
ver ejemplos de n—simplejos con n = 0,1, 2, 3.

Una cara del simplejo o = (vy, . .., vy,) es un simplejo 7 = (wjg, . . ., w;, ), donde {w;, ..., w;, } C
{vo,...,vn}. En este caso, escribimos 7 < ¢. La dimensioén de 7 como cara de o es la misma que la
dimension de 7 como simplejo.

La frontera topologica de un n—simplejo o = (v, ..., v,), denotada Fr(o), se define como
el conjunto

Fr(o) = {(Z)"U’> €0 : A\ =0, paraalgin j € {O,...,n}} .
=0

De la definicion se puede observar que F'r(o) consiste precisamente de la union de todas las
caras de ¢ cuya dimension es igual a n — 1 (Ver Figura 2).

Definiciéon 4.1. Un complejo simplicial finito (o simplemente, un complejo simplicial) K
es un conjunto finito de simplejos que tiene las siguientes propiedades:

(1) Sice K y7 <o, entonces T € K.

(2) Sio,pe KyonNp#0D, entoncesoNp <o yoNp=<p.
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Figura 2: Fronteras topolégicas de algunos simplejos.

Sea K un complejo. La dimension de K, denotada dim(K), se define como el méaximo de las
dimensiones de los simplejos que pertenecen a K, y a los 0—simplejos de K también les llamamos
vértices de K. El poliedro de K, denotado |K|, se define como la unién de todos los simplejos
que pertenecen a K, es decir, |[K| = U .

ceK

Ejemplo 4.1.

(a) Sean vg,v1 € R2. Considere K = {{vg), (vo,v1)}. El conjunto K no es un complejo simplicial,
pues (v1) es una cara del simplejo (vy,v1), que no pertenece a K.

(b) Si o es un n—simplejo, entonces el conjunto K, = {17 : 7 < o} es un complejo simplicial, el
cual es llamado el complejo simplicial asociado a o. En este ejemplo, la dimension de
K, es la misma que la del simplejo o, el conjunto de vértices de K, es igual al conjunto de
vértices de o y |K,| = o.

(c) Sean € N. Dado un n—simplejo o, el conjunto Kp.;) = {17 :7 <0 ydim(r) <n—1} es un
complejo simplicial de dimension n — 1. Ademds, el conjunto de vértices de Kp, () coincide
con el conjunto de vértices de o y |Kpy(5)| = Fr(o).

No siempre se tiene que subconjuntos de un complejo simplicial sean también complejos simpli-
ciales, sin embargo, cuando dichos subconjuntos cumplen la primera propiedad de la definicién se
garantiza que si lo son. Con la finalidad de que este trabajo sea autocontenido, demostramos este
hecho en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.1. Sea K un complejo simplicial y sea L C K. Supongamos que para todo o € L se
cumple que cualquier cara de o también pertenece a L. Entonces L es un complejo simplicial.

Demostracion. La primera propiedad que L tiene que cumplir para ser complejo simplicial se sigue
por hipotesis. Ahora bien, supongamos que o y p son simplejos en L tales que o N p # (). Dado que
L C K, tenemos que o,p € K y, en consecuencia, c Np < oy ogNp < p, por ser K un complejo
simplicial. Por lo tanto, L es un complejo simplicial. O

Es necesario también puntualizar que el resultado anterior es el puente que conecta a los com-
plejos simpliciales (geométricos) presentados en la Definicion 4.1, con los complejos simpliciales
abstractos que son mas tutiles para fines computacionales [5].

https://revistajobs.ujat.mx 125


https://revistajobs.ujat.mx

Jair Remigio-Judrez et al. Journal of Basic Sciences vol. 12 (34), p. 121-139, mayo—agosto 2026

5. Homologia de un complejo simplicial

Sean K un complejo simplicial y K, el subconjunto de r—simplejos que pertenecen a K. Deno-
tamos por C,(K) al grupo libre abeliano generado por K, con coeficientes en Zsg, es decir,

k

Cr(K) = {Zai co; € K, Vi = 1,...,k} .
i=1

A los elementos de Cy(K) les llamamos cadenas de K de dimension r. La suma en C,(K) se

realiza tal como se defini en la Seccién 3, como si las cadenas fueran polinomios pero implemen-

tando en los coeficientes la aritmética de Zs.

Sea o = (vg,...,v), con r > 1. Se define la r—ésima frontera de o (con coeficientes en Zs),

denotada por 0,0, como
-

E)Ta:z<v0,...,®i,...,vr>,

i=0
donde (vg,...,0;,...,v,) denota al simplejo que se obtiene removiendo al punto v; del conjunto
{vo,...,v}. En el caso de un 0—simplejo o = (vp), definimos dpo = 0. En la Tabla 1 se observan

algunos ejemplos de fronteras.

Tabla 1: Algunas fronteras de simplejos

o oo
{vo) 0
{vo, v1) (v1)+(vo)
(vo, v1,v9) (v1,v2) + (vg, v2) + (vo, v1)

(v, v1,v2,v3)  (v1,v2,v3) 4+ (Vo,v2,v3) + (vo, v1,v3) + (Vo, V1, V2)

Notemos que si o es un r—simplejo, entonces 0,0 € C,_1(K). Por lo que podemos extender
Or a la funcion 0, : C.(K) — C,_1(K) definiendo OT(EL 0;) = Zle 0,04, para toda cadena

<Zf:1 0¢> € Cy(K). Asi mismo, definimos dy : Co(K) — {0} como la funciéon cero. Para cada

r € NU {0}, la funcién 0, recibe el nombre de r—ésimo operador frontera. Asociados a los
operadores frontera J, tenemos los conjuntos:

Kerd, ={ce C.(K) : 0,c =0}

Im0Or41 ={ce€ Cp(K): ¢ = 0pq1d, paraalgin d € Cr11(K)}.

Mas atn, los operadores frontera satisfacen que cuando hacemos la composicion de dos conse-
cutivos, el resultado es la funcion cero (Ver [8], [13] o [10]), es decir,

Or 0 0pp1 =0, paratodor =0,1,2,....

Como una consecuencia de esta propiedad tenemos que Imd,+1 C Kerd,, paratodor =0,1,2,....
En Kero, definimos la relacion de equivalencia:

21 ~ 29 < existe ¢ € Cpy1(K) tal que Op11¢ = 21 + 29,
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donde 21, z9 € Kerd,. Cuando dos elementos de Kerd, estan relacionados decimos que son homo-
logos.

Ejemplo 5.1. Sea K un complejo simplicial y sea (vo,v1) un 1-simplejo de K. Los 0-simplejos (vo)
y (v1) son homdlogos, pues 01{vg,v1) = (v1) + (vo). De hecho, cualesquiera dos 0-simplejos en K
que estén conectados por una sucesion finita de 1-simplejos, son homdlogos.

Ejemplo 5.2. Considere el 2-simplejo o = (vo,v1,v2). En K, la 1—cadena (vo,v1) + (v1,v2) +
(vg,v9) es homdloga a la cadena 0, ya que

02 (vg, v1,v2) = (vo,v1) + (v1,v2) + (v2,v9) + 0.

En general, para un r—simplejo o = (vo, ..., vy), la cadena Yy ;_(vo, ..., 0, ...,v.) es homdloga

a la cadena 0, pues
,

Oro = Z(vo,...,ﬁi,...,vr>.
i=0
Como es usual en matematicas, denotamos por [z] al conjunto de elementos de Kerd, que estan
relacionados con z, es decir,
[2] ={w € Kerd, : w~ z}.
A las clases de equivalencia de la relaciéon de equivalencia ~ definida anteriormente, les llama-

mos clases de homologia, y denotamos con H,(K,Zs) al conjunto de dichas clases, es decir,
H,(K,Z) ={[z]: z € Kero,}.

En H,(K,Zs) la operacion [z1] + [22] := [21 + 22] no depende de los representantes de las clases,
por lo cual, dicha operacion esta bien definida. Ademés esta operacion es cerrada, conmutativa,
asociativa, tiene a [0] como elemento neutro y cada clase [z] tiene como inverso aditivo a la misma
clase [z], por lo que H, (K, Zs2) junto con la operacion [z1]+[z2] = [21+ 22| forman un grupo abeliano.

Definicion 5.1. Sea K un complejo simplicial. Para cada r € NU {0}, el grupo H,(K,Zs3) es el
r—ésimo grupo de homologia de K con coeficientes en Zs.

En este punto también nos gustaria hacer énfasis, como se explica implicitamente en el Capitulo
IV de [5], que para cada r € NU{0} el grupo H,(K,Zs3) es un grupo finitamente generado, es decir,
existe un subconjunto finito E de H,(K,Zs) tal que si [z] € H,(K,Zs), entonces [z] = Zle[gi],
para algunos [g;] € E.

En lo sucesivo, con el fin de simplificar la notacion, escribiremos H,.(K) en vez de H,(K,Zs).

Ejemplo 5.3. Sea 0 = (vg,...,v,) un n—simplejo, con n > 1. Tal como se establece en [8], los
grupos de homologia de Ky y Kp,(5) son los siguientes:

| Zs, sur =0,
Hy(Ko) = { 0, en otro caso;
Zo, sir € {0,n — 1},

0, en otro caso.

Hy (Kpr(o)) = {

En el caso de Ho(Ks) y Ho(Kpy(o)), la clase de homologia de cualquier vértice funciona como

un generador de estos grupos de homologia, mientras que para Hp, 1(Kpy(s)) un generador es
n

S 00y 3B va))-

=0
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Por hechos como los mostrados en los ejemplos 5.1, 5.2 y 5.3 es comiin pensar que el r—ésimo
grupo de homologia en cierta manera detecta los “agujeros r—dimensionales” que tiene un espacio
topologico.

6. Homologia persistente

La homologia persistente puede definirse para diversos tipos de complejos simpliciales, sin embar-
go, con la finalidad de realizar una mejor exposiciéon de la misma, en este articulo s6lo abordaremos
la homologia persistente de los complejos de Vietoris-Rips asociados a un conjunto de puntos en R¥.
Asi mismo, para seguir usando la definiciéon que tenemos de complejo simplicial y evitar introducir
los complejos simpliciales abstractos, los cuales forman parte del enfoque usual que se sigue en la
literatura, presentamos una definicién equivalente del Complejo de Vietoris-Rips que nos permite
considerar a los elementos de dicho complejo como simplejos geométricos contenidos en un espacio
euclidiano. Recomendamos consultar [5] o [2] a los lectores que estén interesados en un tratamiento
mas profundo de estos temas.

Dados p € RF y ¢ > 0, se define la bola cerrada con centro en p y radio r, denotada por
B:(p), como
B:(p) ={g € R*: |]p —q|| <&},

donde || - || denota a la norma euclidiana.

Definiciéon 6.1. Sea X = {pg,...,pr} un conjunto de k + 1 puntos en R™. Dado € > 0, definimos
el conjunto VR.(X) de la siguiente manera:

Paso 1: Por cada punto p; de X, elegimos un punto v; de R¥ de tal forma que los puntos
V0, ...,V estén en posicion general en R¥. Estos puntos v; serdn los dnicos vértices de VR(X).

Paso 2: Sip;y,...,pi, son puntos en X y cualesquiera dos de ellos, digamos p;, vy pi,, satisfa-
cen que Be(pi,) N Be(pi,) # 0, agregamos un m—simplejo a VR.(X) que tenga como vértices a los
puntos vy, . .., i, , donde estos puntos Vi; sOom como en el punto anterior.

En la Figura 3 mostramos un ejemplo de esta construccion. De la definiciéon 6.1, se sigue que
VR:(X) esta contenido en K, el complejo simplicial asociado al k—simplejo o = (vg, ..., vx). De
hecho, dado que X es finito, existe una constante C' > 0 para el cual VR.(X) = K,, para todo
e>C.

Teorema 6.1. El conjunto VR.(X) es un complejo simplicial.

Demostracion. Dado que VR.(X) C K,, basta probar por la Proposicion 4.1 que para todo
simplejo (viy,...,v;,,) de VR(X) se cumple que sus caras también pertenecen a VR.(X). Sea
(wjy, ... wj,) una cara de (vjy,...,v;,). Sean p;,...,p;, los puntos de X que estdn en correspon-
dencia con los puntos v, ..., v;,, de VR:(X), respectivamente. En particular, sean pj,,...,p;, los
puntos en correspondencia con wj,, ..., w;,, respectivamente. Por definicion de cara, tenemos que
{wjy,...,w;,} CA{vig,...,vi,}y, en consecuencia, {pjy,...,pj,} T {Piy,---,DPi, }. Por construccion,
los puntos py,, . . . , pi,, satisfacen que B.(p;,)NBe(pi,) # 0, para cualesquiera p;,, pi, € {Pigs- -+ Pim |»
por lo que, en particular, cualesquiera dos elementos de {pj,, ..., p;,} también satisfacen lo mismo.
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Conjunto X Poliedro de VR.(X)

¥

=92

Figura 3: Ejemplo de construccion de VR (X).

Por lo tanto, (wj,...w;,) también pertenece a VR.(X) y, por tanto, VR.(X) es un complejo
simplicial. O

Al complejo simplicial V R.(X) se le conoce como el complejo de Vietoris-Rips de X con
radio . La condicion B (p;,) N B:(p;,) # 0 en el Paso 2 de la Definicion 6.1, es equivalente a

que p;, v pi, estan a una distancia menor o igual que 2¢, que es como aparece en algunas de las
referencias (Ver [5]).

Sean €1,e9 > 0 con €1 < €3,y VR, (X), VR, (X), los respectivos complejos de Vietoris-Rips
de X con radio €1 y €2. Notemos que si (v, ..., v;,) es un simplejo de V R, (X), por construccion,
existen puntos pj,,...,pi,, € X tales que Be (pi,) N Be (pi,) # 0, para cualesquiera p; ,p;, €
{Pig>- -+ Pin }- Luego, puesto que 1 < €2, tenemos que B, (p;;) C Be,(p;;), para todo j = 0,...,m;
por lo que 0 # Be,(pi,) N Be, (pi;) C Bey(pi,) N Bey(pi,)- De esta forma, (vy,,...,v;, ) también es
un simplejo de V R, (X). Asi hemos probado que si €1 < €9, entonces VR, (X) C VR, (X). En
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general, tenemos que dados
O<ep <eg <+ < ey,

éstos inducen una filtracion en los respectivos complejos de Vietoris-Rips, es decir, tenemos que
VR, (X) CVR,(X)C--- C VR, (X).
Mas afin, las contenciones anteriores inducen funciones ¢; : Cr(VR: (X)) — Cr(VR., (X)),

definidos por ¢; <Z cs> = ch, para cada j € {1,...,k — 1} y r € NU{0}. Algunas de las

s=1 s=1
propiedades importantes de estas funciones ¢; son las siguientes:

1. pj(c) =c, paracada c € (VR (X)) y je{l,...,k =1}

2. pjer +c2) = pj(c1) + pj(ce), para cualesquiera ¢, c2 € Cr(V R, (X))
3. j(Kero,) C Kero,

4. @i(Im0Oyp41) C ImOyp41.

Por lo anterior, las funciones ¢; : C.(V R (X)) — Cr(VRc,,, (X)) a su vez inducen funciones
((pj)* : HT(VRE]‘ (X)) — HT(VR5j+1 (X))

definidas por (¢;)«([c]) = [¢;(c)], para cada ¢ € Kero,.

Notemos que puede ocurrir que una clase [d] de H,(V R, ,(X)) no pertenezca a la imagen de
(©j)«, en este caso decimos que la clase [d] nace en VR, (X). Por otra parte, si [c] es una clase
de H,(V Re;(X)), podria ocurrir que (¢;)«([c]) sea igual a una clase [d] de H,(V R, , (X)) nacida
antes que [c], cuando esto ocurre decimos que la clase [c] muere en VR, ,(X). Por construccion,
los 0—simplejos (vg), ..., (vk) de VR:(X) nacen todos al mismo tiempo, por lo que en este caso,
por convencién, moriré el vértice que tenga el indice mayor. En la Figura 4 podemos apreciar como
al pasar de ¢ = 6 a ¢ = 9, el generador [(v3)] del 0—ésimo grupo de homologia se muere.

De esta manera, dados 0 < g1 < g9 < - -+ < €, tenemos funciones

)

Ho(VR, (X)) 22 B g v (x0)) 25 g v, () B Bl g v R, (X)),

y la homologia persistente hace un seguimiento de como van naciendo y muriendo los generadores
de los grupos de homologia. Esto se realiza, ya sea por medio de un diagrama de persistencia o
mediante un coédigo de barras de persistencia. El diagrama de persistencia es un conjunto finito
de puntos en [0,00) x [0,00]. La primera coordenada de estos puntos representa el momento en
que un generador nace, mientras que la segunda coordenada representa cuando dicho generador
muere. Como habfamos mencionado antes, la homologia detecta los agujeros del espacio, por lo
que los generadores de la homologia que persisten durante més tiempo, permiten entender la
configuracion o la forma en la que estan distribuidos los puntos del conjunto X en R*. Por ejemplo,
la persistencia de los generadores del 0-ésimo grupo de homologia nos indican que tan dispersos
estan los puntos de X; en cambio la persistencia de los generadores del primer grupo de homologia
podria indicar la forma en que dichos puntos estan agrupados. Vale la pena hacer notar que en
ocasiones también es interesante hacer un seguimiento de las clases con baja persistencia, pues estas
estan asociadas con el ruido de los datos, ver, por ejemplo, [1].
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Figura 4: Nacimiento y muerte de generadores de H,(V R.(X)).

7. Obtencién de diagramas de persistencia usando Python

Python es uno de los lenguajes de programacién mas usados en la actualidad, por esa ra-
zon cuenta con una cantidad enorme de bibliotecas y paquetes con los que puede equiparse [6].
Entre estos podemos encontrar a Ripser [12|, Persim [1|, numpy, y matplotlib. En esta seccion
nos enfocaremos en el uso de estas bibliotecas para la construccién del diagrama de persistencia.
La biblioteca Ripser, en particular, para su implementacién construye el complejo de Vietoris-
Rips de un conjunto de datos X y no permite la construcciéon de otro tipo de complejos sim-
pliciales (Cech, cubicos, etc). Todos los codigos de esta seccidon se encuentran en el repositorio:
https://github.com/amayler/homologiaPersistente

Ejemplo 7.1. Generadores del 0-ésimo grupo de homologia. En este ejemplo aplicamos
Ripser para obtener el diagrama de persistencia del conjunto data, que consiste de 200 puntos en el
plano. Las coordenadas de los puntos de data varian en un rango de 1-1000 o 2000-3000. El cédigo
en Python para realizar todo lo anterior es el siguiente:

HRARRAARBHRRRARAARRHRHRARARARRHRRRRAAAARH
# Importamos las bibliotecas mnecesarias
tmport nmumpy as np

tmport matplotlib.pyplot as plt

from ripser import ripser

from persim import plot_diagrams

X E TS EE SRR E T
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HARAARHRBHRRARAAARHRRRRAAAAARHRRRRRRAAHHA

# Fijamos wuna semilla para que los resultados sean
reproducibles

np.random. seed (0)

XSRS R R T

HRARRARRHHRRAAAAARHRRRRARAAARHRRRRRRAAAHRHH

# Generamos 100 puntos aleatorios en el plano, cuyas
# coordenadas en X y Y warian en el rTango 1-1000

# Estos puntos los guardamos en la variable ‘datal’
datal=np.random.randint (1,1000,(100,2))

# Genmneramos 100 puntos aleatorios en el plano, cuyas
# coordenadas en X y Y warian en el rango 2000-3000
# Estos puntos los guardamos en la variable ‘datal’
data2=np.random.randint (2000,3000, (100,2))

# Finalmente, con datal y data2 formamos el conjunto de
# puntos ‘data’, al cual le aplicaremos las técnicas
# de homologia persistente

data=np.vstack ((datal,data2))
RARRRARRRRAR ARG RARBRR R R R AR B R AR R R AR RAH

X EE SRS E R

# Graficamos los puntos del conjunto ‘data’
z,y=data.T

plt.plot(z,y,’ro’)

plt.show()
RARRARRBHRRRRAARRRRRRRRARRRHRRRRRR AR AR

HREARBBRHBRRBRBRRARRARBRBRRBRRBRRRHRA RS

# Pedimos a Ripser que haga el diagrama de perstistencia
# asociado a los puntos almacenados en ‘data’
diagrams=ripser (data) [’ dgms’]

plot_diagrams (diagrams, show=True)
HRRRBBHRAAAAAAARRRRRRRRHRRRRAAARRRRRRRRRHY

Compilamos el codigo anterior y en la Figura 5 presentamos los puntos del conjunto data, mien-
tras que el diagrama de persistencia del conjunto data se muestra en la Figura 6. Tal como pue-
de apreciarse en la Figura 5, los puntos del conjunto data estdan distribuidos en los rectdngulos
[1,1000] x [1,1000] y [2000,3000] x [2000,3000]. Esto se ve reflejado en el diagrama de persisten-
cia de la Figura 6, pues como se puede apreciar en él hay dos generadores del 0-ésimos grupos de
homologia que permanecen vivos mucho mds tiempo que los otros. Estos puntos estdn representados
por puntos azules de altura mayor a 1500.
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Figura 5: Puntos del conjunto data del ejemplo 7.1.
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Figura 6: Diagrama de persistencia del conjunto data del ejemplo 7.1.

Veamos ahora un ejemplo que nos permita entender cémo funcionan los generadores del primer

grupo de homologia.

Ejemplo 7.2. Generadores del primer grupo de homologia. Para este ejemplo usamos el

siguiente codigo:

XTSRS R R e
# Importamos las bibliotecas mnecesarias
tmport numpy as np

tmport matplotlib.pyplot as plt

from ripser import ripser

from persim import plot_diagrams
XTSI TS EE T EEEEEEE TS
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RARRAARBHRRAAAAAARHRHRARAAARRHHRRRRAAAARH

# Fijamos wuna semtlla para que los resultados sean
reproducibles

np.random. seed (0)

HARAAHRRBHRARRAAARHRRRARAAAHRHRRRRRRAAAAH

R E e

# Generamos un conjunto aleatorio ‘data’
zl=np.random.randint (1,100, (100,1))
yl=np.random.randint (100,200, (100,1))
datal=np.vstack ((x1.T,y1.7)).T

z2=np.random. randint (100,200, (100,1))
y2=np.random. randint (200,300, (100,1))
data2=np.vstack ((z2.T,y2.7)).T

z3=np.random.randint (200,300, (100,1))
y3=np.random. randint (100,200, (100,1))
data3=np.vstack ((¢3.7,y3.7)).T

z4=np.random.randint (100,200, (100,1))
y4=np.random.randint (1,100, (100,1))
dataf=np.vstack ((z4.T,y4.T)).T

data_uno=np.vstack ((datal,data2)).T
data_dos=np.vstack ((data3,dataq)).T
data=np.vstack ((data_uno.T,data_dos.T))
RARRRBRARRARRRRARRGR AR R AR R RR AR R RR AR

X E TSRS R R e

# Graficamos los puntos del conjunto ‘data’
z,y=data.T

plt.plot(z,y, ’ro’)

plt.show()
XTSRS R R E T

XS E TSRS E RS

# Pedimos a Ripser que haga el diagrama de persistencia
# asociado a los puntos almacenados en ‘data’
diagrams=ripser (data) [’ dgms’]

plot_diagrams (diagrams , show=True)

XSS EE TS E SRR

Al compilar nuestro cddigo obtenemos los puntos mostrados en la Figura 7. En la Figura 8, los
puntos naranjas representan la persistencia de los generadores del primer grupo de homologia. En
esta misma figura hay un punto naranja que tiene altura mayor a 100, muy distante de los otros
puntos naranjas. Dicho punto naranja refleja la existencia de un generador del primer grupo de
homologia que persiste durante mucho tiempo, esto se debe a que el conjunto data estd agrupado
alrededor de una elipse, como se muestra en la Figura 9.
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Figura 7: Puntos del conjunto data del ejemplo 7.2.
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Figura 8: Diagrama de persistencia del conjunto data del ejemplo 7.2.
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Figura 9: Conjunto data del ejemplo 7.2 agrupados en torno a una elipse.
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8. Conclusiones

A lo largo de este trabajo, presentamos los complejos de Vietoris-Rips y la homologia persistente
asociada a un conjunto finito de puntos en R*. Ademas, se mostraron un par de ejemplos de como
se usan algunos paquetes de Python para obtener el diagrama de persistencia de un conjunto de
datos y la forma en que se interpreta el diagrama de persistencia. Es necesario mencionar, que a
pesar de que en los ejemplos se usaron conjuntos de puntos en R?, Ripser es capaz de trabajar con
conjuntos de puntos contenidos en espacios euclidianos de dimensiones mayores a 2.
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