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Con el nimero 30 del Journal of Basic Sciences, se inicia el volumen 11 de esta revista
corfespondiente al afio 2025. El caracter multidisciplinario de esta revista, permite enriquecer su
conteniido con perspectivas variadas que abordan diversas probleméticas en el area de las ciencias
basicas y'disciplinas afines.

De esta forma, se presenta una contribucion que desarrollé generalizaciones en calculo multivariable
para llegar a nuevas diferenciales totales fraccionarias, las cuales juegan un papel importante en la
modelacion de gran numero de fendmenos. Por otro lado, se incluye también una aportacion que trata
sobre el desarrollo de un método para resolver la ecuacion de transporte conservativa en dominios
especificos, incluyendo su validacion y prueba para demostrar sus capacidades.

Se incluye ademas, un reporte encaminado a mejorar la calidad de imagenes, mediante técnicas de
discretizacion numérica presentando una evaluaciéon cualitativa y cuantitativa de los resultados
obtenidos. En otro orden de ideas, se centra la atencion hacia el estudio de sistemas aleatorios y la
complejidad en su modelacion, mostrando un estudio inferencial para un proceso de Poisson mixto,
que lleva a la obtencion de expresiones para densidad predictiva.

Es innegable que el aprendizaje de las matematicas representa un reto actual que no debe soslayarse.
En este sentido, se incluye un estudio que muestra la relacion entre el desarrollo de la memoria de
trabajo y el aprendizaje de identidades trigonométricas por parte de jovenes del nivel medio superior,
mostrando los subcomponentes necesarios en el razonamiento para el aprendizaje de este tema. En
otra contribucion relativa a la matematica educativa, se presenta una propuesta para atender el
aprendizaje de los poligonos por estudiantes de bachillerato, mediante una serie de actividades
disefiadas ex profeso que permiten una mejora en la comprension de la tematica.

En un contexto diferente, esta el estudio dirigido a evaluar la actividad antibacteriana de extractos de
plantas del género Cecropia, de uso tradicional en el sureste mexicano, correlacionando esta
propiedad con el perfil fitoquimico analizado. Se presenta ademas, una contribucion encaminada a
analizar el impacto, que en los ultimos afios, han ocasionado derrames petroleros en el sureste
mexicano, con especial énfasis en la afectacion a cultivos agricolas.

La atencion de problemas de salud esta dada a través de dos articulos que forman parte de este nimero.
Por un lado, se compar6 la resistencia a la insulina a través de indices especificos en momentos
anteriores y durante la pandemia de COVID-19; en otro aporte, se analiza la relacion entre diversos
factores de riesgo asociados a la poblacion joven y la enfermedad de Chagas. Mientras que en el area
de la ciencia de los materiales, se incluye una propuesta para la obtencion de derivados de poliuretano,
con un método eficiente y compacto.

De esta forma el Journal of Basic Sciences acerca a sus lectores al amplio panorama del quehacer
cientifico.

ISSN:2448-4997
https://revistas.ujat. mx/index.php/jobs

_ Evore] ool |




ISSN:2448-4997

https://revistas.ujat.mx/index.php/jobs

o @

UNIVERSIDAD JUAREZ “ )
AUTONOMA DE TABASCO S T )2 4
L] -’u:n“

“ESTUDIO EN LA DUDA. ACCION EN LA FEM

DIRECTORIO INSTITUCIONAL

Universidad Juarez Autéonoma de Tabasco

Lic. Guillermo Narvaez Osorio.
Rector

Dr. Luis Manuel Hernandez Govea.
Secretario de Servicios Académicos

Dr. Wilfrido Miguel Contreras Sanchez.
Secretario de Investigacion, Posgrado y Vinculacion

Dr. Pablo Marin Olan. Director de Difusion,
Divulgacion Cientifica y Tecnoldgica

Directorio Divisional
Division Académica de Ciencias Basicas

Dra. Hermicenda Pérez Vidal.
Directora

Dr. Luis Manuel Martinez Gonzalez.
Coordinador de Investigacion

M.C. Abel Cortazar May.
Coordinador de Docencia

L.Q. Esmeralda Leon Ramos.
Coordinador de Difusion Cultural y Extension

DPEﬂaACCESS -




Juar ey

UNIVERSIDAD JUAREZ “ &ﬁ ..
AUTONOMA DE TABASCO S T )2 4
¢ '

“ESTUDIO EN LA DUDA. ACCION EN LA FEM

CONSEJO EDITORIAL

“. o Dr. Carlos Ernesto Lobato Garcia. Editor en Jefe. DACB, Universidad Juarez Autonoma de
Tabasco, https://orcid.org/0000-0003-3734-7780
r. Adib Abiu Silahua Pavon. Gestor Editorial. DACB, Universidad Juarez Autéonoma de
asco, https://orcid.org/0000-0001-5344-1430

COMITE EDITORIAL

e Mitra. Claudia Gisela Vazquez Cruz. Editora Asociada. Actuaria. DACB, Universidad Juarez
Auténoma de Tabasco, https://orcid.org/0009-0002-1791-5621

e Mitra. Maria Hortensia Almaguer Cantu. Editora Asociada. Ciencias de la Computacion.
DACB, Universidad Juarez Autonoma de Tabasco, https://orcid.org/0009-0007-7839-9014

e Dr. José Arnold Gonzalez Garrido. Editor Asociado. Ciencias Farmacéuticas. DACB,
Universidad Juarez Autonoma de Tabasco. https://orcid.org/0000-0003-1135-4050

e Dr. José Luis Benitez Benitez. Editor Asociado. Fisica. DACB, Universidad Juarez Auténoma
de Tabasco. https://orcid.org/0009-0000-0561-5029

e Mtro. Guillermo Chavez Hernandez. Editor Asociado. Geofisica. DACB, Universidad Juarez
Auténoma de Tabasco, https://orcid.org/0000-0002-3555-9678

e Dra. Addy Margarita Bolivar Cimé. Editora Asociada. Matematicas. DACB, Universidad
Juarez Auténoma de Tabasco, https://orcid.org/0000-0002-7342-0888

e Dra. Nancy Romero Ceronio. Editora Asociada. Quimica. DACB, Universidad Juarez
Auténoma de Tabasco, https://orcid.org/0000-0001-8169-3811

JOURNAL OF BASIC SCIENCES, Vol. 11, Num. 30, abril de 2025, es una publicacion continua cuatrimestral, editada por la Division
Académica de Ciencias Basicas de la Universidad Juarez Autonoma de Tabasco, Av. Universidad S/N, Zona de la Cultura, Col. Magisterial,
C.P. 86040, Villahermosa Tabasco, México. Tel. (+52) (933) 358 1500 Ext. 5040. https://revistas.ujat.mx/index.php/jobs. Editor
Responsable de la Revista: Carlos Ernesto Lobato Garcia. Reserva de derechos al uso exclusivo 04-2015-052110084000-203, ISSN: 2448-
4997, ambos otorgado por el Instituto Nacional del Derecho de Autor. Universidad Juarez Autonoma de Tabasco, Av. Universidad S/N,
Zona de la Cultura, Col. Magisterial, Centro, Tabasco. C.P. 86040. Fecha de tltima actualizacion, 30 de enero de 2025.

Las opiniones expresadas por los autores no necesariamente reflejan la postura del editor de la publicacion y de esta Casa Editora.

Las publicaciones respaldadas con el sello editorial de la UJAT no podran utilizarse para entrenar modelos de 1A generativa, a menos de
que haya una declaracion expresa, tanto de la Universidad como de los autores y/o herederos.

() OSO

— BY NC_ND

ISSN:2448-4997
- https://revistas.ujat.mx/index.php/jobs - OPEﬂaACCESS -




/4

5 UNIVERSIDAD JUAREZ
AUTONOMA DE TABASCO
L3

“ESTUDIO EN LA DUDA. ACCION EN LA FEM

CONTENIDO

Oh Riemann-Liouville Operators for Functions of One
and Several Variables

An unstructured finite-volume method for the two-
dimensional conservative transport equation

Impacto de la discretizacion numérica del modelo de
variacion total de eliminacion de ruido

Inferencia bayesiana sobre el parametro de intensidad de
un proceso de Poisson mixto-gamma

Memoria de trabajo y desempeiio en demostracion de
identidades trigonométricas: Un modelo de ecuaciones
estructurales

La visualizacion en la construccion de poligonos regulares
por estudiantes de educacion Media Superior

Perfil quimico del extracto hidroalcohdlico de Cecropia
Spp y su actividad antimicrobiana

Afectaciones en cultivos de Veracruz y Tabasco por
derrame de petrodleo en los ultimos seis afios

ISSN:2448-4997
https://revistas.ujat. mx/index.php/jobs

’p’;\“}

Pag.

1-15

16-31

32-44

45-59

60-68

69-83

84-92

93-105

[ | .aE
AR Woocoll
4



- UJAT

UNIVERSIDAD JUAREZ

J AUTONOMA DE TABASCO
L
UESTUDIO EN LA DUDA. ACCION EN LA FEV

Evaluacion de la resistencia a la insulina mediante el
indice TyG: comparacion prepandemia y pandemia de
COVID-19

Relationship between risk factors and prevalence of
Chagas disease in young people in Tabasco, Mexico

Metodologia eficiente y compacta para la sintesis de
Poliuretanos y Poliuretano-ureas Segmentados

ISSN:2448-4997
https://revistas.ujat.mx/index.php/jobs

1 orenYaccess [

106-114

115-125

126-135




Vol. 11(30), p. 45-59, enero-abril 2025, e-ISSN: 2448-4997
JOURNAL OF BASIC SCIENCES

Inferencia bayesiana sobre el parametro de intensidad
de un proceso de Poisson mixto-gamma

Pérez-Reyes L.'"* ©, Argédez-Sosa J.! ®, Panti-Trejo H.!
L Facultad de Matemdticas, Universidad Auténoma de Yucatdn. Anillo Periférico Norte,
Tablaje Cat. 13615, Colonia Chuburnd Hidalgo Inn, Mérida, Yucatdin, Mézico
*1.g.perez@outlook.com

Resumen

En este trabajo, considerando un intervalo de tiempo fijo como periodo de observacién, se realiza
un estudio inferencial para estimar el parametro de intensidad de un proceso de Poisson mixto,
bajo el supuesto que la densidad a priori es gamma. Se calculan los estimadores de densidad a
posteriori vy de Bayes para el parametro de intensidad. De igual forma, se obtienen expresiones
para la densidad predictiva para un nuevo tiempo entre ocurrencias, la distribucién del ntimero
de eventos que ocurren en el intervalo de observacién y la densidad conjunta de los tiempos entre
ocurrencias de eventos.

Palabras claves: Estadistica Bayesiana, Proceso de Poisson mizto, Distribucion gamma.

Abstract

In this paper, considering a fixed time interval as the observation period, an inferential study is
carried out to estimate the intensity parameter of a mixed Poisson process, under the assumption
that the a priori density is gamma. The a posteriori density and Bayes estimators for the intensity
parameter are calculated. Similarly, expressions are obtained for the predictive density for a new
time between occurrences, the distribution of the number of events that occur in the observation
interval and the joint density of the times between occurrences of events.

Keywords: Bayesian statistics, Mized Poisson process, Gamma distribution.

Recibido: 2 de diciembre de 2024. Aceptado: 11 de marzo de 2025. Publicado: 30 de abril de 2025.

1. Introduccion

En el estudio de sistemas o fenémenos cuyo comportamiento es aleatorio a través del tiempo,
la teoria de procesos estocasticos ha sido fundamental para modelarlos. La mayoria de los modelos
estocasticos son caracterizados por parametros y las cantidades de interés son determinadas por
estos parametros. En las aplicaciones, estos parametros son desconocidos por lo que se requieren
metodologias o procedimientos para su estimacién.

De la gran variedad de modelos estocésticos que han sido estudiados, el proceso de Poisson
homogéneo ha recibido especial atencién. El proceso de Poisson homogéneo es mayormente utilizado
como modelo para contar el nimero de eventos que han ocurrido en un sistema, usualmente a través
del tiempo. Ademads de las propiedades que lo definen, el proceso de Poisson homogéneo estd definido
por un solo parametro, el cual es llamado intensidad y se interpreta como la tasa o promedio en la
que estos eventos ocurren y se supone que es constante. Sin embargo, debido a que existen sistemas
en los cuales la tasa a la cual ocurren los eventos no se puede suponer constante, es pertinente
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considerar la intensidad aleatoria. Cuando esto ocurre, el proceso estocastico resultante es conocido
como proceso de Poisson mixto. Al suponer que en un proceso de Poisson la intensidad es aleatoria,
se considera una distribucion de probabilidad para la tasa del proceso de Poisson. Lo anterior motiva
para abordar el estudio inferencial para el proceso de Poisson mixto bajo un enfoque bayesiano,
considerando una distribucion a priori para la intensidad.

En este articulo se estudia el proceso de Poisson mixto suponiendo que la intensidad del proceso
sigue una distribucién a priori gamma y se considera que el proceso de Poisson mixto es observado
en un intervalo de longitud fija [0, 7™]. Se realizara inferencia para el parametro de intensidad, esto
es, se calculard la distribucién a posteriori, la distribucion predictiva para un nuevo tiempo entre
ocurrencias y la distribucién del nimero total de eventos que ocurren en el intervalo [0, 77].

El articulo estd organizado como sigue: en la Seccién 2 se presentan las definiciones y resultados
que se utilizaran en la siguiente seccién. En la Seccion 3 se calcula la densidad a posteriori, las reglas
de Bayes y la distribucién predictiva del nuevo tiempo entre ocurrencias de un evento. Finalmente
en la Seccién 4 se escriben algunas conclusiones de este trabajo.

2. Preliminares

En esta seccién se proporcionan los elementos principales que seran utilizados en este trabajo, los
cuales corresponden a la densidad gamma, la densidad beta-prima, el proceso de Poisson homogéneo
y el proceso de Poisson mixto. Se enunciaran y en algunos casos se demostraran las propiedades
mas importantes que serdan utilizadas en este articulo.

Distribucion gamma

Se dice que una variable aleatoria A sigue una distribuciéon gamma con parametros «, 5 > 0, si
su funcién de densidad esta dada por

AN o, B) = P(almamle—é, A >0,

o0
donde I'(a) := / 1™ dx es la funcién gamma.
0

Los momentos de una variable aleatoria gamma de orden k existen y estdn dados por

Ila+k)

0= T

B8 = a(a+1) - (a+k—1)8". (1)
Al igual, la media y varianza son:

E(A) = aB, Var(A) = af? (2)
Finalmente, la moda esta dada por

Moda(A) = (e —1), a>1. (3)

Distribucion beta-prima

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién beta-prima con pardmetros a,b > 0
si su funcién de densidad esta dada por
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_ a—1 1 —a—b
fx(x|a,b) B(a,b)x (1+4x) , 0<z<oo,
' ['(a)T'(b)
donde B(a,b) := a1 — )bl gy = la funcién beta.
onde B(a,b) /Oy (1—-y) Yy T(a D) es la funcién beta

La funcién de distribuciéon acumulada de una variable beta-prima esta dada por

s _
/0 Yy (1 -yt dy
B(a,b)

Los momentos de orden k, la media y la varianza son:

Fx(z|a,b)=

E(Xk):W, b>k,

IE(X):biLl, b> 1,
ala+b—1

Var(X):(b(;_)Q(bé), b> 2.

Para mayor informacién de estos resultados, ver [1].

Proceso de Poisson homogéneo

Para definir un proceso de Poisson mixto, primero definimos un proceso de Poisson homogéneo
con intensidad A > 0 (también llamada tasa). Un proceso de Poisson homogéneo con intensidad A
es un proceso estocdstico en tiempo continuo {X; : ¢ > 0} con espacio de estados £ = {0,1,...},
para el cual se cumplen las siguientes condiciones (ver [2]):

(i) Xo=0;
(ii) Para cualesquiera tiempos 0 < t; < to < ... < ty, los incrementos del proceso
Xtuth - Xtm S 7th - th—l’
son variables aleatorias independientes;

(iii) Para s > 0y t > 0, la variable aleatoria X 4 — X tiene distribucién Poisson con pardmetro
At, i.e.,
( )\t)k e~

]P)(X.S+t — X5 = k) = k! )

k=0,1,2,....

De manera resumida, el proceso de Poisson homogéneo con intensidad A > 0 es un proceso
estocdstico que inicia en cero cuyos incrementos son independientes y estacionarios. Ademds, si
X, representa el nimero de eventos ocurridos hasta el instante ¢, debido a que X; es una variable
aleatoria Poisson con pardmetro A, se sigue E(X;) = At, por lo que A se interpreta como la tasa
con la cual ocurren los eventos por unidad de tiempo.

Ahora bien, si los eventos de interés ocurren en los tiempos aleatorios Ty < 11 < Th < -+ <
Ty, -+, donde por convenciéon Ty = 0, los tiempos entre ocurrencias de los eventos del proceso son
definidos por:

Wn:Tn_Tnfly 7121,
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de tal forma que el tiempo de ocurrencia del n-ésimo evento se puede escribir como:
n
T,=> Wi n>L
i=1
Entonces X; se puede escribir como:
m
Xt:méx{m:ngt}:méX{m:ZWkSt}, t>0.
k=1

Ya que en el proceso de Poisson homogéneo se supone que Wi, Wy, ... son variables aleatorias
independientes exponenciales con media A~!, entonces el proceso de Poisson homogenéo es un
proceso de contar con tiempos entre ocurrencias de eventos independientes exponenciales con media
A~L. Es conocido que la distribucién exponencial cumple la propiedad de pérdida de memoria, a
saber, si W es una variable aleatoria exponencial con media A\~!, entonces

PW >t+s|W>s)=P(W >t), s,t>0. (4)

La propiedad de pérdida de memoria de una variable aleatoria exponencial permite establecer
el Teorema 2.1, el cual se utilizard en la Seccién 3 para calcular la distribucién predictiva de la
siguiente observacién del proceso. Este resultado es ampliamente utilizado en la teoria de procesos
de Poisson, sin embargo, en la revisién realizada por los autores, no se encontré prueba alguna del
mismo, por tal razon, se escribe su demostracién.

Teorema 2.1. Sean {X; : t > 0} un proceso de Poisson homogéneo con intensidad X > 0, T), el
tiempo de ocurrencia del n-ésimo evento, Wy11 el tiempo entre las ocurrencias del n-ésimo y el
(n+ 1)-ésimo eventos y T* > 0. Entonces:

PWypir >T =T+t | Wy >T =T, T, <T*) =P(Wy41 >1t), t>0.
Demostracion. Por definicién de la probabilidad condicional,

PWy1 > T =Ty +t | Wy >T* ~T,, T,, < T%)
CPWagr > T =T+ t, Wogy > T =T, T, <T%)
N P(Wyy1 >T* Ty, T, < T%)
 P(Wayr >T* =T +t, T, <T%)
 P(Wpy >T* —T,, T, < T%)

Luego, la probabilidad del numerador es:
PWpyr >T" =T, +t, T, <T%)

= / PWyyr >T =T, +t, T, <T*| T, =s)fr,(s)ds

0

T*

— [ B0V > 7= s ) (s

0

T* .
_ / e—)\(T —s-‘rt)an (S)ds

0

T* .
= e_)‘t/ e M =8 £ (5)ds
0

*

—BWair > 0) [ AT ()i
0
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donde en la segunda igualdad se utiliz6 que W11 es independiente de T*—T,,, yaque T, = > i | W;
y las W; son independientes, y en la tercera igualdad que W41 es exponencial con pardmetro A1,
Ahora bien, la probabilidad del denominador es:

P(Wpyy > T* — Ty, Ty < T*) = / P(Wip1 > T* — Ty, Ty < T* | Ty = 5) fr, (5)ds
0
T*
= / P(Wyy1 > T* — s) fr,(s)ds
0

T*
N / e M) fr, (s)ds.
0
Finalmente, sustituyendo las probabilidades se obtiene
PWypp1 >T =Ty, +t | Wyy1 >T =T, T, <T*) =P(Wyq1 >t), t>0,

lo que concluye la prueba. O

Proceso de Poisson mixto

La definicién que habitualmente se presenta de un proceso de Poisson mixto involucra un proceso
puntual, sin embargo, en este articulo debido a que se usaran las principales propiedades de un
proceso de Poisson homogéneo, la definicién de proceso de Poisson mixto que se proporcionara,
considera un proceso de Poisson homogéneo (ver [3]).

Definicién 2.1. Sea A una variable aleatoria que toma valores en los mimeros reales positivos.
Sea {Xy : t > 0} un proceso de Poisson homogéneo con intensidad 1 e independiente de A. Sea
X = X, entonces el proceso estocdastico {X; : t > 0} es llamado proceso de Poisson mixto.

De la definicién se sigue que si E(A) es finito, entonces E(X;) = E(A)t. De esta manera, para
un proceso de Poisson mixto, E(A) se interpreta como la tasa esperada de ocurrencia de eventos
por unidad de tiempo.

Para un valor fijo de la intensidad A del proceso de Poisson mixto, los tiempos de ocurrencias
y tiempos entre ocurrencias de eventos, siguen distribuciones conocidas, como se muestra en el
siguiente teorema.

Teorema 2.2. Sea {X; : t > 0} un proceso de Poisson mizto con pardmetro de intensidad A.
Entonces, condicionando a que A = A, para todo n > 1:

a) Wi,..., W, son independientes y W; ~ Exp(A~') para todo i > 1, i.e.,

n
—w; A s
le,...,W,L|A:>\(w1> o wn | A) = H)\e Wi = \"e Zl,lw17 Wi, .v ., Wy > 0.
i=1

b) T, = ZWk ~ Gamma(n,\7Y), i.e.,
k=1

A
froa=a(t[A) = o1
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Demostracion. La demostracién se sigue del hecho de que dado A = A, {X; : ¢t > 0} es un proceso
de Poisson homogéneo con pardametro de intensidad A y las afirmaciones a) y b) son validas para
esta clase de procesos (ver [2]). O

Si A es una variable aleatoria gamma con parametros « y [, se tiene que el vector aleatorio
(W, ..., W,) tiene funcién de densidad dada por

F(a + n —(n+a)

fir iy (01, wn) = 25 (1 +6Zwl> : (5)

En efecto, aplicando el Teorema 2.2

Twnw, (W, - wn) =/ le,...7Wn|A:>\(w1>---7wn | A) fa(N) dA

e A wy - AQ™ 16—5 d)\
-/ o

n+a—1 —)\( LT w
(04)50‘/0 A 198 d\.

-1

Completando una densidad gamma con pardmetros n+a 'y (871 + > 1 w;) ™! se sigue (5).

Para concluir esta seccién, se establece un resultado sobre el comportamiento en tiempo finito
(t < 00) y a largo plazo (t — oo) del proceso de Poisson mixto. Este teorema asegura que si t < 0o
es suficientemente grande, entonces es posible observar la ocurrencia de al menos un evento (pero
no la ocurrencia de un nimero infinito de eventos).

Teorema 2.3. Sea {X; :t > 0} un proceso de Poisson mixto con intensidad A > 0 y sea fa(\) la
funcion de densidad de A. Entonces, se cumple que:

a) P(X; < o0) =1 para todo t > 0,
b) X; <% oo, cuando t — .
Demostracion. Para cualquier ¢ > 0:

P(X; < 00) = lim P(X; < k) = lim ZIP’ (X, = j).

k—o00 k—00

Luego, por el Teorema de Probabilidad Total, el Teorema de Fubini y el Teorema de Convergencia
Monétona, se obtiene:

P(X; < o0) = lim Z/ P(Xe = jIA = ) fa(A)dA

k—o0

k—o0 0

0o k
= lim D P(X; = jIA = A)fa(A)dA
=0

.

:/OOO SOP(Y, = jIA =) | AA(N)dA = 1.

J=0
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Esto muestra a).

Para mostrar b), note que el proceso de Poisson homogéneo satisface la propiedad del enunciado.
Ahora bien, condicionando a que A = A\, {X; : ¢ > 0} es un proceso de Poisson homogéneo, y asi
P (limy o0 Xy = 00 | A = A) = 1 para toda A\ > 0. De aqui,

IP’(h’th:oo> :/ P(lmet:oo]A:)\>dFA(/\):1,
t—o00 0 t—o00

lo que muestra b). O

3. Resultados principales de Inferencia Bayesiana

Muestreo en tiempo fijo

Sean T* > 0 un numero real positivo fijo y N = Xp=«, el nlimero total de eventos que ocurren
en el intervalo [0, 7™*]. Supongamos que se ha observado una realizacién de un proceso de Poisson
mixto con intensidad A > 0 en el intervalo [0,7*] y se observaron N = n eventos, n > 1. Sean

t1,t2,...,t, los tiempos de ocurrencia de los eventos observados y wi, wa, ..., w, los tiempos entre
ocurrencias de tales eventos, esto es w1 =t y w; = t; —t;—1, n > 2. De esta manera, la muestra es
Wi, ..., Wn,Nn que corresponden a los valores observados de Wy, ..., Wy v a N, respectivamente.

Ahora bien, debido a que el evento (n + 1)-ésimo no fue observado en el intervalo [0,77],
tenemos que t, < T* < T,41, o de manera equivalente, Wy, 1 > T* — t,, y gracias al Teorema 2.2
la probabilidad de que esto ocurra esta dada por

)
P(WnJrl > T — tn) = / )\€_>\wn+1 dwn+1

T* —tp
_ NI )
De esta manera, por el Teorema 2.2, la definiciéon de w1, ..., w, y la probabilidad anterior, se obtiene
la funcién de verosimilitud de A:
L()\ ‘ Wiy ... ,wn) = fW17,,_7Wn(w1, ey W ‘ /\)

- (H )\e/\w’“> P(t, <T* < Tpy1)
k=1

= (H Ae‘“"k> P(Woi1 > T — tn)
k=1

_ )\ne—)\ > et wke—)\(T*—tn)
— e g AT )

= \"e M,

Inferencia bayesiana en el muestreo en tiempo fijo

Sea {X; : t > 0} un proceso de Poisson mixto con pardmetro de intensidad A > 0, donde A sigue
una distribucién a priori gamma &(\ | a, 8) con hiperpardmetros a, 5 > 0. Para realizar inferencia
en el pardmetro de intensidad A del proceso desde el enfoque bayesiano, se calcula la distribucién
a posteriori de A, como sigue:
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LA | wi,...,wp)E(N | a, )
/0 LV wi,. . w)€ON | @, B) dA

§(A]w1,...,wn):

" 1 _2
Anef/\T )\afle B
_ ['(a) B>
T[> « 1 A
Ale™ M Nle™ B d\
L

An+a71€7>‘<T*+%)

B /OO )\n+a—1e—A(T*+%) d)\'
0

Completando una distribuciéon gamma con parametros n + « y (T* + 5_1)_1 en el denominador
de la a posteriori, resulta

)\nJrafle*)‘(T*Jr%)

1\ - (Fa)”

Por lo tanto, la distribucién a posteriori del pardmetro de intensidad A corresponde a una densidad
gamma con parametros n + a 'y (T* + 5*1)71, i.e.,

1\ !
A wy,...,w, ~ Gamma (n—i—a, <T*+B> >

ﬁ(A\wl,...,wn):

En [4] y [5] se establecen férmulas para las reglas de Bayes considerando las funciones de
pérdida cuadratica, error absoluto e indicadora, las cuales corresponden a la media, mediana y
moda, respectivamente. Haciendo uso de la distribucién a posteriori obtenida, se calculan férmulas
para las reglas de Bayes, respectivamente:

= La regla de Bayes con respecto a la funcién de pérdida cuadratica L(A, A) = (A — A)? es

~1
A=EA | w,...,wn) = (n+a) (T*+;> .

= La regla de Bayes con respecto a la funcién error absoluto L(A, A) = [A — A| es
A= q0.5,

donde g 5 es la mediana de la distribucion a posteriori, i.e.,

1 q0.5
:/ €N wr, .- wn) dA.
2 o
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» La regla de Bayes con respecto a la funcién indicadora L(A, 5\) =1 (52} €8

-1
A = Moda(A | wy, ... ,w,) = <T*+;> (n+a—1).

Haciendo uso de la distribucién a posteriori obtenida, usando (1), se obtienen los momentos de
orden k de la distribucién a posteriori del parametro de intensidad:

—k
E(Ak]wl,...,wn)—w (T*+;) .

De manera particular también se obtiene la varianza de la distribucion a posteriori del parametro

de intensidad, considerando que tiene una distribucién gamma con pardmetros n+a y (T*+871) "1

B

En la estadistica bayesiana, la distribucién predictiva dada la muestra se define como:

1\ 2
Var(A | w,...,wy) = (n+ ) (T*+> .

E(Wnt1 |wr, ... wy) = /0 Sw (W [ A)EA [ we, .. wy) dA.

Esta distribucién permitird realizar inferencia estadistica sobre el nuevo tiempo entre ocurrencias
W41, a partir de la muestra observada, wy, . .., wy, en el intervalo [0, T*] (prediccién). Sin embargo,
en el muestreo en tiempo fijo para el proceso de Poisson mixto, se tiene que el n-ésimo evento
observado en la realizacién del proceso se observé antes del tiempo 7%, lo que implica que el
siguiente, el (n + 1)-ésimo evento, ocurrird posterior al instante 7%, esto es, T,, < T%* < T}, 41 y por
lo tanto, no se observo en la muestra. De tal forma que se desea predecir el tiempo que falta para
el (n + 1)-ésimo evento, basado en la informacién obtenida en el intervalo de observacién [0, 7] y
teniendo en cuenta que Ty 11 > T*. Asi, se desea calcular la distribucién condicional del tiempo

W =Ty -1 = Wit + T, -1,

dados W > 0 y la muestra obtenida wy, . .., w, en el intervalo [0, T%]. El siguiente teorema establece
que en un proceso de Poisson mixto con pardmetro de intensidad A > 0, la distribucién condicional
de W dados W > 0y la muestra obtenida wy, . .., w, en el intervalo [0, T%], es igual a la distribucién
predictiva de W1 1.

Teorema 3.1. Sea {X; : t > 0} un proceso de Poisson mizto con pardmetro de intensidad A > 0
y Wit el tiempo entre las ocurrencias del n-ésimo y el (n + 1)-ésimo eventos. Entonces, dado los
tiempos entre ocurrencias wi,...,wy de los n eventos observados hasta un instante T* > 0:

ey d
W]lewl,...,Wn:wn:WnH\lewl,...,Wn:wn.

Demostracion. Primero, observe que si se marginaliza el vector (W, Wy, ..., W,,, \), se obtiene

o0
it @ o) = [ (@) A (6)
0

Utilizando la definicién de funcién de densidad condicional se obtiene
i Fi (B, w0,
W | wi, ..., wp, A) =
T W A (W1, W, A)
~ (7)
fW,Wl,...,Wn,A(w’ Wiy ee ey Wiy A)

B le,...,Wn|A(w17' ey Wn ‘ A)fl\<)‘)

fw‘wlv"an?A(
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De esta forma, utilizando las relaciones (6) y (7), resulta

f (~ | ) fW,Wl,...,Wn (ﬁ?, Wi, - .- ,wn)
f7yd w | wy,...,Ww =
WIWL,....;Wn ’ o le,...,Wn (wlv cee 7wn)
— /oo fW’W17“"Wn7A(@, wl, e 7wn7 A)
0 fwi,w (w1, wy)
B /OO fW\Wl,...,Wn,A(a ‘ Wi, .- -, Wn, )‘)fWh...,WnM(wh -5 Wn ’ )‘)fA(A) A\
0 fwa,w (w1, wy)
Ahora bien, por el Teorema 2.1
fW\Wl,...,Wn,A(w | w1, ..., Wn, >‘) = an+1|A(wTL+1 | )‘)
En consecuencia, teniendo en cuenta que Wy, ..., W,, W, 11, condicionadas a A = A, son variables

aleatorias independientes, se sigue

_ % S a Wagr | A) foy i a (W wn | A) fA(A)
fW|W1,...,Wn (w ’ wi, ,Wp) = /0 fW17---7Wn (wh W) dA
_ /OO Wi Wi W A (Wn 1, W1, s wy | A) fA(N) I
0 fw,own (w1, ... wy)
_ /°° TWr Wi o W A (Whge1, W1 - o Wy A) O\
0 fwr,w, (Wi wy)
B Wit Wi Wi (Wng1, w1, .o W)
o Jo,wn (Wi, .. wy)
= fWpr|Wh oW (Wnp 1 [ W1, wh),
donde en la tercera igualdad se utilizé que
TWia Wi oo W A (Wi, W1 - o Wy N)
IWir W W A (Wng 1, w1, o wn | A) = XY :

O]

Como consecuencia del teorema anterior, es posible calcular la distribucion predictiva y afirmar
que ésta es la que se requiere para predecir el tiempo de ocurrencia del siguiente evento, dada la
muestra:

‘f(wnJrl ’ wi, - .- awn) = A an+1|A:)\(wn+1 | )\)f()\ | wy, - - 'wn) dA

(T4t
/00)\ Cwnir )\n+a716 A(T +5)
— e n
0

Ny dA
I'(n+a) (T* + 5)

/ S i S

0 1 —(n+a) dA
I'(n+«) (T* + 5)
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Completando una distribucién gamma con parametros n+a+ 1y (wnﬂ + T 4+ 5_1)_1, resulta
que la distribucién predictiva del nuevo tiempo entre ocurrencias W, ;1 es

1 —(1+n+a)
FNl+n+a) (U}n—l-l +T* + 5)

1 —(n+a)
I'(n+ ) <T* + B)

P(14+n+a) (14 B(wyyr +T7)"0Fnte)
T(n+ a) (1+ BT*)—(nra)

=B

I'l+n+a) (1+ pT*)"te
Fin+a) (1+B(wnyr +T%))Hn+e

~ 4

_ B (1 _ Bwn41 >n+a1 1+ 8T
- B(l,n+a) 1+ B(wps1 +T%) (14 Blwps1 +T7))2

La variable W, 1 | W1 = wy,..., W, = w, es una funcién de una variable aleatoria que sigue
una distribucién beta-prima (ver [1]), como se muestra en el siguiente teorema, el cual también
proporciona una manera de simular valores de la variable Wi, 11 | Wi = wy, ..., W,, = wy,.

1
Teorema 3.2. Sea Y = <T* + > X, donde X ~ '(1,n + «). Entonces, la funcion de densidad

g
de Y estd dada por

3 By mhesl 4 BT
n T*)) ( y > 0.

Frly) = B(1,n + «) <1 1+ B(y 1+ By +T%))?’

Demostracion. Usando la técnica de la transformacién para variables aleatorias, se sigue que para

1
la funcién y = g(x) = <T* + 5) x, la funcién de densidad de Y es

By )"*a‘l L+ BT
) (

" B(lin+a) (1_1+6(y+T* T+ arre V70

O]

El resultado anterior nos permite establecer que la funcién de supervivencia del nuevo tiempo
entre ocurrencias Wy, 11 | Wi = wy, ..., W, = w, es

B ﬁw n+ao
S(ww177wn)—<1—]w}m> 5 w > 0.
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Asimismo, los momentos de orden k, la media y la varianza del siguiente tiempo entre ocurrencias

Wit | Wi = w, ..., W, = w, estan dados por
IN*T(k+D(n+a—k)
E(WFk cwy) = (T4 S
(Wn—i—l |’UJ1, , W ) < + 6) F(n—i—a) , nt+a>k,
TR A
n+l | Wi,...,Wn) = B n+a—17
1)\? n+
n s Wy) =T+ = .
Var(Was | wn wn) ( +B> m+a—12n+a—2)

Para concluir esta seccion se presentan resultados de la variable N = X7+, el nimero de eventos
del proceso que ocurren en el intervalo [0, 7*], los cuales permiten entender el comportamiento

probabilistico del proceso de Poisson mixto previo a realizar el muestreo en tiempo fijo.

Es bien sabido que en el proceso de Poisson homogéneo, N = X7+ es una variable Poisson con

media \T™, entonces por el Teorema de Probabilidad Total:
P(N =n) :/ P(N=n|A=XNEN|a,B)d\
0

[e's) s\, —AT™*
:/ AT ! A*Te™B d)
0

n! Ia)pe
_ 1 (T*)n > nta—1_~MT"+%
= T)p /0 Ara—le ( ‘3) dA.

Completando una distribucién gamma con pardmetros n + a y (T* + 371), resulta

1+ 4T 1+ BT*

IP’(N:n):M(l ! )n< ! )a, n e NU{0}.

[(a)n!

Haciendo uso de la funcién de probabilidad obtenida, se establece una propiedad de finitud para
la variable N, asi como condiciones de existencia de su media. El siguiente teorema establece que el
numero de eventos del proceso que se observan en el intervalo [0, 7*] es siempre finito para cualquier
T* y cualquier distribucién a priori de la intensidad, asi como una equivalencia de existencia entre

la media de N y la media de la intensidad A del proceso.
Teorema 3.3. Sea A ~ Gammal(a, ). Entonces, se cumple que:
a) P(N < o0) =1,
b) E(N) es finita y estd dada por:

st y solo si E(A) es finita.
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Demostracion. a) Se sigue directamente del Teorema 2.3, ya que N = Xrp-.
b) Primero, usando el Teorema de Fubini es ficil demostrar que para cualquier variable aleatoria
no negativa Y,

E(N) = /Ooo P(Y > y)dy.

Ahora bien, si en particular tomamos Y = N, cuyo rango es k =0, 1,..., se sigue

E(N) —/OOOIP(N>y)dy

o

P(N > k)

i
o

P(N = k),

B
Il
—

donde en la penitltima igualdad se utilizé que la funciéon P(N > y) es una funcién escalonada.
Ahora, con ayuda del resultado anterior aplicado para el calculo de E(N) = E(X7+), se tiene

E(N) = PV > k)
k=0
=N TRV S kA = A)fa(2) dA
> :

:/ iIP’(N>k]A:)\)fA(>\)d)\
0

00
k=0
00

:/0 E(N | A = A)fa(N) dA
_ / TAT AN dA

0
_ */Ooo)\fA()\)dA,

donde en la tercer igualdad se utilizé de nuevo el Teorema de Fubini y en la quinta igualdad se usé
E(X: | A = )\) = At. Lo anterior establece que E(N) es finito si y solo si la integral

/0 T A (\)dA

es finita. Sin embargo, la integral anterior corresponde a E(A), por lo cual E(V) es finita si y solo
si E(A) es finita. O

El supuesto inicial en el muestreo en tiempo fijo para desarrollar las herramientas de la inferencia
bayesiana es que el nimero de eventos observados en la realizacién del proceso de Poisson en el
intervalo [0, 77| sea al menos uno. Sin embargo, la funcién de probabilidad de la variable N indica
que la probabilidad de que no se observen eventos del proceso en el intervalo [0, 7%] es positiva. De
manera precisa, la probabilidad de no observar eventos en el intervalo [0, 7%] es:

P(N = 0) — (H1ﬁT>a
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Asi, un procedimiento para escoger T* > 0 de tal forma que se pueda observar al menos un
evento del proceso de Poisson, es como sigue:

Sea 0 < p < 1yseaT* >0 lalongitud del intervalo de observacién del proceso. Suponga que
la probabilidad de que ocurra al menos un evento del proceso es igual a p, i.e., P(N > 1) = p.
Entonces

P(N >1)=1-P(N = 0)

- _<1+BT> '

Sustituyendo el valor de la probabilidad y despejando T, se obtiene que la probabilidad de que
ocurra al menos un evento del proceso en el intervalo [0, 7] es igual a p si y solo si

= (1) ®)

En la practica, el tiempo de observacién T* > 0 es fijo y no es controlable, es decir, se establece
sin condicién alguna y puede ocurrir que no se tenga informacién (ocurren cero eventos) en el
intervalo [0, 7*], en cuyo caso habré que proponer un tiempo mayor, aunque esto pudiera generar
costos adicionales de implementacién o de cualquier otra indole. El procedimiento anterior propone
una forma de asegurar observaciones del proceso de Poisson mixto en el intervalo [0,7*] con una
probabilidad p alta, sin embargo el valor resultante de T* que se obtiene como solucién de la
ecuacién (8), pudiera ser grande y no implementable en la préctica.

4. Conclusiones

En este articulo se obtuvieron expresiones para la densidad a posteriori de la intensidad consi-
derando una densidad a priori gamma, resultando en una distribucién gamma. Aunque esto ocurre
en general cuando se tiene una muestra Poisson-gamma, en este articulo se muestra que se mantiene
si se consideran observaciones de un proceso de Poisson mixto con densidad gamma a priori para
el pardmetro de intensidad de un proceso de Poisson mixto.

En la practica, comunmente se fija un tiempo o periodo de observaciéon para obtener la muestra.
Sin embargo, también se pudiera establecer el criterio de dejar de observar al momento de ocurrir un
nimero fijo de eventos, digamos ng. Si esto ocurre se estaria muestrando en un periodo de tiempo
aleatorio [0,7T),]. En este caso, siguiendo un procedimiento similar al desarrollado en este articulo,
se pueden establecer las correspondientes férmulas para la densidad a posteriori, las reglas de Bayes,
la densidad predictiva, etc. De igual forma, se pudieran considerar otros tipos de muestreo.
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