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El presente numero del Journal of Basic Sciences esta integrado por seis contribuciones
quexdesde distintos campos de las ciencias naturales y matematicas, ponen de relieve una
caracteristica fundamental en la investigacion contemporanea que es la diversidad de
enfoquessny metodologias aplicadas en la busqueda de soluciones y respuestas ante
problematicas especificas. Aun cuando el contexto y los objetos de estudios son diversos,
desde las ciencias de la tierra hasta el analisis funcional, la fisica teérica o la teoria de
categorias, en todos ellos se comparte un interés comun: abundar en la comprensién de
los fendmenos abordados, mediante herramientas metodoldgicas rigurosas.

El primer articulo, realizado en el campo volcanico “La Reparticion”, situado al noreste de
San Luis Potosi, se enfoca en el andlisis de la distribucién de tamafio de cristales y el calculo
de los tiempos de residencia de microcristales de plagioclasa en este escenario geoldgico,
muy apropiado para el estudio de procesos magmaticos. Con los resultados obtenidos, se
enriquece la compresion de la evolucion textural de las rocas maficas y se subraya la
importancia de los estudios microestructurales para reconstruir la dinamica interna de los
sistemas volcanicos.

En la segunda contribucion, se pone de manifiesto también el interés por estudiar la
interaccion entre procesos naturales y condiciones locales, ya que se examina la
composicion mineraldgica y edafolégica de suelos en Huimanguillo y Jalpa de Méndez,
Tabasco. Mediante estudios de difraccién de rayos X y trabajo en campo, se encuentran
diferencias sustanciales en la mineralogia, las propiedades fisicas y la capacidad de
intercambio idnico de los suelos, revelando asi tanto la variabilidad intrinseca de los mismos
como la influencia de actividades antropogénicas. Con este trabajo, se ofrecen insumos
valiosos destinados a un manejo sostenible de los suelos en la region.

Las sintesis y propiedades cataliticas del 6xido de zinc se estudian en el tercer articulo de
este numero, mediante técnicas analiticas apropiadas se logré la caracterizacién de este
compuesto obtenido mediante combustion en estado sélido, ademas de que se probd su
actividad para la degradacion del 4-nitrofenol en condiciones de fotocatalisis, probandose
asi que puede ser un material promisorio para aplicarse exitosamente en el area de la
quimica ambiental.

El cuarto trabajo se incluye en el ambito de la probabilidad y el analisis, al analizar las
propiedades fundamentales del kernel de calor de Dirichlet asociado a procesos de Markov
simétricos, potencialmente discontinuos. Al demostrar una serie de caracteristicas tales
como continuidad, simetria y la ecuacion de Chapman-Kolmogorov, se fortalece la
comprension tedrica del fendmeno, ademas de hacer posible su aplicacién en ecuaciones
semilineales de reaccién-difusion no auténomas. De esta forma se entrelazan procesos
estocasticos con problemas de evolucion gobernados por operadores no locales.
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Por otro lado, se presenta en el quinto articulo una reconstruccion precisa de la deduccion
de Feynman de las ecuaciones de Maxwell. A partir de la segunda ley de Newton y de las
relaciones de Poisson en un espacio euclideo, el analisis se extiende a un marco relativista
mediante calculos tensoriales en el espacio de Minkowski. Con ello, se abunda en la
compresion de los supuestos fundamentales de la derivacién original, fortaleciendo asi la
formulacion pedagdgica del problema e integrando el principio de acoplamiento minimo con
los\desarrollos de Montesinos y Pérez-Lorenzana.

Finalmente, en la sexta contribucion de este nimero, se profundiza en conceptos centrales
de la teoria de categorias, como son la representabilidad, los objetos universales y el Lema
de Yoneda. Mediante una serie de ejemplos que abarcan areas de las matematicas como
el algebra lineal, la topologia y la teoria de anillos, se ofrece una ruta clara hacia la
comprension de estas nociones, contribuyendo asi a una difusion de ideas fundamentales
que forman parte del pensamiento matematico moderno.

En conjunto, los trabajos incluidos en este numero ilustran la riqueza interdisciplinaria de la
investigacion actual y subrayan el valor del rigor cientifico, desde sus aspectos
conceptuales hasta los metodologicos, para la generacion de conocimiento. Que estas
aportaciones sirvan de inicio para nuevas dudas e inquietudes, fomentando la interaccion
académica y estimulando el desarrollo de investigaciones futuras.
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Funtores representables, Lema de Yoneda y objetos
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Resumen

En este trabajo se exploran los conceptos de representabilidad y de objeto universal, asi co-
mo el Lema de Yoneda, todo esto perteneciente a la teoria de categorias. Se presentan diversos
ejemplos para ilustrar los conceptos. Para esto, son considerados objetos de distintas areas de las
matematicas, como Algebra Lineal, Topologia, Teoria de Anillos, entre otras. Ademas, se propor-
cionan demostraciones para los resultados.

Palabras claves: Funtores representables, lema de Yoneda, Teoria de categorias, transformaciones
naturales.

Abstract

In this work we explore the concepts of representability and universal object, as well as Yoneda’s
Lemma, which belong to Category Theory. We provide several examples to illustrate the concepts.
In order to do this, we consider objects coming from different mathematical fields, such as Linear
Algebra, Topology, Ring Theory, among others. Besides, we provide proofs for the results.

Keywords: Representable functors, Yoneda’s lemma, Category Theory, Natural Transformations

Recibido: 10 de abril de 2025. Aceptado: 18 de noviembre de 2025. Publicado: 12 de diciembre de 2025.

1. Introduccion

La teoria de cateogorias es un lenguaje bastante abstracto pero que, al contextualizarlo de ma-
nera adecuada, resulta ser muy expresivo, de tal forma que permite describir hechos, situaciones o
comportamientos que tienen algunos objetos matematicos. Es pertinente mencionar que estudiar
por primera vez esta teoria puede ser complicado, y esto es debido a su alto nivel de abstraccion;
como se vera mas adelante, se hablara de “objetos” y “morfismos”, sin decir qué son, mencionando
sélamente cémo deben comportarse.

En esta teoria, la atencién se centra en las relaciones que hay entre los objetos de una categoria
(morfismos); las relaciones entre categorias (funtores) y las que hay entre funtores (transformacio-
nes naturales). De hecho, el concepto de categoria es auxiliar; los conceptos béasicos son los de funtor
y de transformacién natural. Esto fue dicho por los mismos autores (Samuel Eilenberg y Saunders
Mac Lane) en su articulo seminal “General Theory of Natural Equivalences” [1], publicado en 1945.

La generalidad de la teoria de categorias permite ver similitudes que se encuentran entre dos
areas de las matemadticas que no parecieran tener algo en comun. En realidad, es asi que nace
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la teorfa: aunque el primer escrito fue publicado en 1945, sus origenes pueden rastrearse un poco
ma&s atras, en un encuentro entre MacLane y Eilenberg en 1942. Por una parte, Eilenberg estaba
interesado en calcular grupos de homologia, cohomologia y homotopia. Por otra parte, Mac Lane
estaba interesado en extensiones de grupos. Fue en una serie de platicas dadas por Mac Lane y
atendidas por Eilenberg, que este tltimo noté ciertas coincidencias entre los trabajos de ambos.
Investigar estas coincidencias fue lo que llevé a la nocién de funtor y de transformacién natural [6].

Répidamente se aprecia el poder de las categorias; en 1957, Grothendieck publica el revolucio-
nario articulo “Sur quelques points d’algebre homologique”, en donde la utiliza de manera extensa,
no sélo como un lenguaje en el cual expresarse y organizar de manera sistemdatica campos de las
matemaéticas (como la topologia algebraica), sino también como una herramienta para probar re-
sultados matematicos [6].

Naturalmente, el interés por la teoria de categorias persiste. El objetivo de este articulo es
hablar acerca de los funtores representables, del Lema de Yoneda y objetos universales; daremos
sus definiciones, se presentan ejemplos, se enuncian y demuestran algunos resultados relacionados
a ellos. Aunque para poder llegar a dichos conceptos, habremos de pasar por le definicién de cate-
goria, funtor y transformaciones naturales.

Las definiciones y resultados (aunque aqui se ofrecen pruebas de éstos) relacionados con la
teoria de categorias que se presentan pueden encontrarse tanto en [5] como en [10]; sin embargo,
este ultimo tiene un tratamiento un poco méas moderno y es el que se prefiere. No obstante, la
esencia sigue siendo la misma.

Finalmente, este texto esta dirigido a personas que tengan conocimientos béasicos de topologia
(de conjuntos) como en [7], lgebra lineal y dlgebra abstracta [4]. No se espera conocimiento alguno
de teoria de categorias.

Finalmente, para los lectores con mas bagaje matematico: se ha mencionado que la teoria de
categorias encuentra conexiones entre diferentes areas de las matematicas. A continuacién son
mencionados ejemplos mas elaborados de su uso:

= Los conjuntos junto con las funciones forman la categoria Set; los esquemas junto con sus
morfismos forman la categoria de esquemas, que se denota por Sch [3] . Los funtores F :
Sch — Set aparecen en la teorfa de espacios y problemas moduli (problemas de clasificacién)
[8].

» El primer grupo de homotopia (o grupo fundamental) induce un funtor entre la categoria de
espacios topolégicos puntuados (es decir, un pares (X, z), donde X es un espacio topolégico
y x es un elemento fijo de X) y la categoria de grupos, Gr [12].

= Se tiene una relacién entre la topologia diferencial y el lgebra lineal dada por un funtor
que va de la categoria de las variedades suaves, Diff a los espacios vectoriales reales Vecg, el
cual manda una variedad suave M al espacio (vectorial) de las funciones suaves f: M — R,
denotado por C*°. Por otra parte, un mapeo suave entre variedades F': M — N se convierte
en una transformacién lineal F™* bajo la accién de tal funtor [9, 12].

De manera particular, la referencia [12] utiliza de forma extensiva el lenguaje de las categorias
(v otras teorias) en el estudio de las variedades topolégicas.
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2. Categorias, funtores y transformaciones naturales.

Convencion: En los ejemplos relacionados con anillos, se da por hecho que todos tienen uni-
tario, al cual denotaremos por 1, y que los homomorfismos de anillos preservan el unitario. Para
mayor informacién sobre la teoria de anillos (y en general, del dlgebra que se utilizard en el texto)
una referencia es [4].

2.1. Categorias

Las categorias estdan compuestas de objetos y de morfismos entre ellos. A continuacién se men-
cionan las cosas que debe cumplir una categoria. En primer lugar, los morfismos entre las cosas se
pueden componer: siempre que existe un diagrama

fﬁ

< W

A

Q

éste se puede completar con

i

.QTUU

of

Ademsds, la composicion es asociativa:

fo(goh)=fogoh=(fog)oh.

Por 1ltimo, siempre existe un morfismo 14 : A — A de tal forma que se tienen los siguientes
diagramas conmutativos:

A%B

A1y g
(0]
g:gom lg f=1gof llB
B, B.

De manera mas formal, la definicién de categoria es la siguiente:
Definicién 2.1. Una categoria A consta de
i) una clase ob(A) de objetos en A;

i1) para cada par de objetos A, B existe un conjunto Mor 4(A, B) (también denotado por Mor(A, B),
si no hay riesgo de confusion) de morfismos (o flechas o funciones) que van de A a B;

iii) para objetos A, B,C en la categoria existe una funcion

MOI‘A(B,C)XMOI“A(A,B) — MOI"_A(A,C)
(9, f) = golf,

que es llamada composicion,
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iv) para cada objeto A existe un elemento 14 en Mor (A, A), que es llamado la identidad en

A,

que satisfacen los siguientes axiomas:

a)

b)

¢)

asociatividad de la composicion: para cada f € Mora(A,B), g € Mory(B,C) y h €
Mor 4(C, D) tenemos

(hog)of=ho(gof);

ley de identidad: para cada f € Mor 4(A, B) tenemos

Los conjuntos Mor(A, B) son disjuntos por pares.

Algunos ejemplos

Los siguientes son ejemplos de categorias, los cuales pueden consultarse en [10] y [4], principal-
mente. No obstante, la categoria T'opx aparece en [2] y en [3].

Ejemplo 2.1. 1) Categoria Set: La coleccion de conjuntos y las funciones entre ellos son una

categoria. En efecto: en esta categoria los objetos son los conjuntos y los morfismos son las
funciones. La composicion de morfismos es la composicion usual de funciones, la cual satisface
la ley de asociatividad. Por ultimo, para todo conjunto X existe una funcion f que va de X
en X definida por f(x) = x (que es llamada funcion identidad). Esta funcion cumple con la
ley de la identidad de la definicion de categoria.

Categoria Vecg: El conjunto de espacios vectoriales sobre un campo K con las transforma-
ciones lineales forman una categoria, la composicion de morfismos es la composicion usual
de transformaciones lineales y el morfismo identidad es la transformacion lineal identidad.

Categoria Ring: La coleccion de anillos con los homomorfismos, la composicion de homo-
morfismos (que es la composicion usual de funciones) y el homomorfismo identidad conforman
esta categoria.

Categoria Top: Esta categoria estd conformada por la coleccion de espacios topoldgicos junto
con las funciones continuas, la composicion de funciones y la funcion identidad.

Categoria Topx: Sea X un espacio topologico. Los componentes de esta categoria son:

i) Los abiertos de la topologia serdn los objetos de la categoria.

i1) Si Up, Uy son abiertos en X tales que Uy C Uy, entonces se define la funcion inclusion
i : Uy — Uy con regla de correspondencia i(x) = z, para todo x € Uy; las funciones
inclusion serdn los morfismos de la categoria.

i1i) La composicion de los morfismos es la composicion usual de funciones.

iv) El morfismo identidad es la funcion identidad I : Uy — Uy.

De hecho, hay muchas mas estructuras, como anillos, grupos, espacios vectoriales, o espacios
topoldgicos, las cuales se relacionan o determinan mediante un tipo distinguido de funcién: los
isomorfismos. Esto da lugar a la siguiente definicién:
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Definiciéon 2.2. Un morfismo f : A — B en la categoria A es un isomorfismo si existe un
morfismo g: B — A tal quego f=14y fog=1p.

Asi, por ejemplo, los morfismos en la categoria de anillos son los isomorfismos de anillos; los
isomorfismos en la categoria Topx son las funciones identidad, y en la categoria Set son las fun-
ciones biyectivas.

2.2. Funtores

Asi como los objetos estan conectados por morfismos, asi también las categorias estan conecta-
das por funtores. Un funtor lo se denota con una flecha indicando la categoria de donde parte a la
categoria donde llega. Por ejemplo, un funtor de la categoria A a la categoria B lo escribimos por
A — B, y si queremos ser mas especificos y mencionar el nombre del funtor, hacemos F : A — B.
Un funtor lo que hace es tomar objetos y morfismos en A y mandarlos como objetos y morfismos
en B. Hay dos tipos de funtores, los covariantes y los contravariantes. En un momento decimos cudl
es la diferencia.

Utilicemos nuevamente los diagramas: si f : A — By g : B — C son morfismos en A (natural-
mente, A , By C son objetos en A), entonces

(a-LB) & <f(A) 7U) ]-"(B))

si el funtor es covariante, y si el funtor es contravariante:
F
(a-LB) & <}“(B) ) }'(A)) .
A continuacién, se presentan dos ejemplos de funtores, primero uno covariante y luego otro
contravariante.
Ejemplo 2.2. Se definine el funtor olvidadizo F : Vecxg — Set, el cual
» manda un espacio vectorial (V,+,%*) a su conjunto subyacente F((V,+,%)) =V;

» y una transformacion lineal f : V. — W la convierte en la funcion de conjuntos F(f) :
F(V) = F(W), que tiene la misma regla de correspondencia de f.

Puesto en palabras llanas, este funtor “olvida” la estructura de los objetos en la categoria Vecy.
De manera similar puede definirse un funtor olvidadizo para las categorias de grupos, anillos, etc.

Ejemplo 2.3. Dada una categoria A, como los morfismos que van del objeto X al objeto B (pa-
ra cualesquiera X y B en A) forman un conjunto, entonces siempre podemos definir el funtor
Mor(—, X) : A — Set de la siguiente forma:

» a un objeto A en A se le asigna el objeto Mor(A, X) en Set, que es el conjunto de todos los
morfismos que van de A en X;

» y dado un morfismo f: A — B en A, se tiene un morfismo en Set (es decir, una funcion de
conjuntos) Mor(f, X) : Mor(B, X) — Mor(A, X) definida por

Mor(f,X)(g9) =go f,
para todo morfismo g € Mor(B, X).
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Puede explicarse con un diagrama:

Mor(B,X) — Mor(A, X)
B A
o e
X X.

Para ser mds concretos, se considera la categoria de espacios vectoriales sobre R, Vecgr. Se
definird el funtor
Mor(—,R) : Vecgr — Set.

Ast, si se toma un objeto en Vecg, por decir, R®, entonces se tiene el conjunto
Mor(R3,R) = {a:R* = R| « es lineal}.

Por otra parte, la funcion lineal o : R? — R? definida por a(z,y) = (z,y,20) (donde zy es una
constante), define una funcién de conjuntos

Mor(a, R) : Mor(R3 R) — Mor(R? R)
B — Boa.

Si se considera 3 : R — R definida por B(x,y, z) = (x,y+ 2,y — 2), entonces Mor(a, R)(3) = Boa
es una funcion lineal que va de R? en R y que estd definida por

(BO Oé)(l',y) = 6($,y,Z0) = (iL',y+ 20,Y — Zo)-

2.3. Transformaciones Naturales

A continuacién se definen las transformaciones naturales, que son las relaciones que hay entre
funtores. Se comienza con dos funtores contravariantes F,G : A — B. Consideremos un morfismo
f:+A— Ben A. Cuando se aplican los funtores obtenemos dos morfismos F(f) : F(B) — F(A)
y G(f) : G(B) — G(A) (y por lo tanto, cuatro objetos) en la categoria B. Es posible que hayan
morfismos 74 : F(A) — G(A) y 75 : F(B) — G(B) en la categoria B, con lo cual se tendrian los
diagramas

F(B) —2- G(B) F(B)

Jow 5|
G(A) F(A) —— G(A).

Como se vio antes, siempre que se tienen diagramas de ese estilo, es posible componerlos (como en
el diagrama (1)), teniendo asi

F(B) -~ G(B) F(B)
TAOF(f)
s Je0 Vol N
G(A) F(A) —— G(A).
Se centra la atencién solamente en el conjunto de morfismos 7_ tales que

Tao F(f) =G(f)eTs.

Asi, la definicion de transformacién natural es:
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Definicion 2.3. Considérense dos funtores F,G : A — B. Una transformacion natural 7 : F — G
se define como un conjunto de morfismos 74 : F(A) — G(A) en B que hacen conmutar el diagrama
siguiente:

F(B) —"= G(B)

F(f)l lg(f)

F(A) ——~ G(4).

Si T es un isomorfismo para todo objeto B en B, entonces T se dice que es un isomorfismo
natural y que F y G son naturalmente isomorfos.

Esta es la forma correcta de definir las relaciones entre funtores. En la siguiente seccién se pre-
senta un ejemplo de una transformacién natural.

3. Funtores Representables

Los funtores representables son los que se parecen o se comportan como un funtor del tipo
Mor(—, A) (o bien, Mor(A, —)). Las transformaciones naturales serdan utilizadas para dar un senti-
do exacto a esto y se probara que el funtor olvidadizo F : Vecg — Set es representable.

Definicién 3.1. Un funtor F : A — Set contravariante se dice representable (por un objeto
X en A) siempre que F sea naturalmente isomorfo al funtor Mor(—, X) : A — Set.

Observacién inmediata: como F y Mor(—, X) son naturalmente isomorfos, entonces para cada
objeto A en A existe una biyeccién entre los morfismos que van de A en X, Mor(A4, X), y el con-
junto F(A).

Ejemplo 3.1. En este ejemplo se demuestra que el funtor olvidadizo es representable: para ello se
construye una transformacion natural entre F y Mor(R, —) y se demuestra que, de hecho, es un
isomorfismo natural. Obsérvese que toda funcion lineal T : R — V' cumple T'(r) = rT(1), basta con
decir quién es T'(1) para que la funcion lineal quede determinada. Asi, la transformacion natural o
que se propone estd definida por

ay : F(V) — Mor(R,V)
v — Ty,

en donde T, es una transformacion lineal que cumple que T(1) = v.
Luego, sea
By : Mor(R,V) — F(V)
T —  T'(1).
Como (By oay)(v) =v y (ay o By)(T) = T, tenemos que avy es una funcion biyectiva para

cualquier V, luego, la transformacion natural o es un isomorfismo natural y por consiguiente F es
un funtor que estd representado por R.

Se resalta la biyeccion F(V) ~ Mor(R, V) para cada objeto V: hay tantas transformaciones
lineales R — V' como elementos en F(V'), o bien, tantas como vectores en V.
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Un hecho por el cual interesan tanto los morfismos como el funtor Mor(—, X) es que éstos
determinan a un objeto. De forma precisa: si Mor(—, X) ~ Mor(—,Y), entonces X ~ Y. Més
adelante serd dada una demostracion de esto. Primero, se hablard sobre un resultado central en la
teoria de categorias: el Lema de Yoneda.

4. Lema de Yoneda

El Lema de Yoneda involucra transformaciones naturales entre funtores con categoria de llega-
da Set, F : A — Set y Mor(—, X), con X en A y se relaciona con la siguiente pregunta ;cudntas
transformaciones naturales existen entre F y Mor(—, X)?

Se enuncia y demuestra la siguiente proposicién, que es conocida como la forma débil del Lema
de Yoneda:

Proposicién 4.1. Para cualquier funtor contravariante F : A — Set, cualquier objeto A € ob(.A)
y cualquier elemento a € F(A), existe una unica transformacion natural T : Mor(—, A) — F con
TA(l4) = a.

Demostracion. Para cualquier objeto B en A definimos una funcién

78 : Mor(B,A) —  F(B)
f = F(f)(a).

Nétese que f: B — Ay F(f): F(A) — F(B) (pues F es contravariante), por lo que F(f)(a) €
F(B) y entonces la funcién 7p estd bien definida. Se quiere construir una transformacién natural

7 cuyos morfismos componentes son las funciones 7p. Para ello, debe considerarse el morfismo
h:C — B en Ay se verifica que el siguiente diagrama conmuta:

Mor(B, A) —2— F(B)
lMor(h,A) l}'(h) (2)
Mor(C, A) —<— F(C)

Téngase presente que F(h) o1p y 7¢ 0o Mor(h, A) son funciones entre conjuntos y para mostrar que
son iguales, debemos ver que tienen el mismo dominio y contradominio (lo cual es evidente) y regla
de correspondencia. Se comprueba esto 1ltimo. Por una parte

(F(h) o7B)(f) = F(h)(F(f)(a))
= (F(h) o F(f))(a)
F(foh)(a),

por otro lado,

(tc o Mor(h, A))(f) = tc(Mor(h, A)(f))
=71c(foh)
— F(foh)(a).

Asi, F(h) ot = 7¢ o Mor(h, A) y por consiguiente el diagrama (2) conmuta. En consecuencia, T
es una transformacién natural.
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Obsérvese, también, que 74(14) = F(la)(a) = la(a) = a. Ya se encontré la transforma-
cién natural que cumple la condicién del enunciado, falta probar que es uUnica. Supdngase que
d : Mor(—,A) — F es otra transformaciéon natural que satisface d4(14) = a. Se probara que
d0p = 7B para cualquier objeto B en A, concluyendo asi que § = 7 y que por lo tanto 7 es tnica.
Considérese un morfismo g : B — A y el diagrama conmutativo

Mor(A, A) —24 F(A)
J/Mor(g,A) i]:(g) (3)
Mor(B, A) —2— F(B).

De la conmutatividad del diagrama se tiene que

F(g)(a) = F(g)(da(1a)) = (F(g) 0d4)(14)
= (6p o Mor(g, A))(14)
=0dp(laoyg)
= 0B(9)

Pero como 75(g) = F(g)(a), entonces 75(g) = dp(g), y eso se puede probar para cualesquiera
g € Mor(B,A) y objeto B en A, por lo que se concluye que 6 = 7. Con esto se termina la
demostracién. O

De la proposicién anterior se desprende el siguiente corolario, que es conocido como el Lema
de Yoneda. Se introduce notacién: dado un objeto A en una categoria Ay F : A — Set un funtor
contravariante, se denotara por [Mor(—, A), F] al conjunto de todas las transformaciones naturales
de Mor(—, A) en F.

Corolario 4.1 (Lema de Yoneda). Si F : A — Set es un funtor y A es un objeto de A, entonces
la funcidn
Y : [Mor(—,A),F] — F(A)
o — o4(la),

(4)
es una funcion biyectiva.

Con estos resultados es posible probar el siguiente resultado.

Corolario 4.2. Considérese un funtor contravariante F : A — Set. Si Mor(—, X) ~ F ~
Mor(—,Y), entonces X ~ Y.

Demostracion. La demostracion consistird en encontrar morfismos f : X - Y y g:Y — X tales
que fog=1y y go f = 1x, es decir, probar que existe un isomorfismo entre X y Y. En principio
de cuentas no se sabe cudl es el isomorfismo natural que hay entre Mor(—, X)) y Mor(—,Y"), pero
es sabido que para todo objeto A en A existe una biyeccion Mor(A, X) ~ Mor(A4,Y"). Dendétese al
isomorfismo natural por 7 : Mor(—, X) — Mor(—,Y) y por 7=! : Mor(—,Y) — Mor(—, X) a su
inversa. En particular se tienen las biyecciones

v Mor(Y,Y) — Mor(Y, X) (5)

x : Mor(X,X) — Mor(X,Y). (6)
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De (5) se sabe que existe un unico morfismo g € Mor(X,Y) tal que 7x(1x) = g y de (6) tenemos
un tnico f € Mor(Y, X) tal que 75 (1y) = f.

Por otra parte (se sigue considerando g € Mor(X,Y) y f € Mor(Y, X)), nétese que la transfor-
macién natural Mor(—, g) : Mor(—, X) — Mor(—,Y") definida por

Mor(Z, g)(h) = goh,
para todo objeto Z en Ay h € Mor(Z, X), satisface
Mor(X, g)(1x) =goly =g =7x(lx).
Mientras que la transformacién natural Mor(—, f) : Mor(—,Y) — Mor(—, X) definida por
Mor(Z, f)(h) = f o h
cumple que
Mor(X, f)(ly) = foly = f = T;I(ly).
Luego, por la proposicién 4.1, 7 = Mor(—, g) y 7~ = Mor(—, f), por lo tanto,
Ix =75 (7x(1x)) = 7x ' (9)
= Mor(X, f)(9)

= fog.
Anslogamente
ly =7v(ry ' (1y)) = 7v(f)
= Mor(Y, )(f)
=gof.
Por lo tanto, X ~ Y. ]

Si F: A — Set es un funtor que estd representado por X a través de la transformacién natural
T, entonces, por definicién de representabilidad y por el lema de Yoneda se tienen las siguientes
biyecciones:

[Mor(—, X), F] ~ F(X) ~ Mor(X, X).

Ejemplo 4.1. Se comienza este ejemplo [11] 1 haciendo una diferencia entre forma polinomial y
funcion polinomial: dado un anillo R, una forma polinomial (o simplemente polinomio) P , con
coeficientes en el anillo R y con la indeterminada X, es una expresion formal

P(X)=agX%+ ...+ a1 X + ag,
mientras que una funcion polinomial P de R en R se define como

Pr : R — R
o agr®+ ...+ ar + ag.

En la notacion de funcion polinomial se especifica en qué anillo se trabaja, pues debe dejarse
en claro que hacer una distincion entre funcion y forma polinomial no es un exceso de formalidad,
por ejemplo:

'El ejemplo ests inspirado en una entrada de una pagina de internet hecha por T. Tao [11]
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m P =X yQ = —X son diferentes como formas polinomiales, sin embargo coinciden cuando
se interpretan en el anillo Z/27Z, puesto que n = —n, para todo elemento n de dicho anillo.

» el polinomio X% + 1 no tiene raices cuando se interpreta como polinomio en R, mientras que
st las tiene cuando se interpreta como polinomio en los numeros complejos.

De lo anterior podemos observar que si se considera una forma polinomial en un solo anillo es
posible que se pierda informacion. Mds adelante se verd que las transformaciones naturales permi-
ten considerar las formas polinomiales en todos los anillos al mismo tiempo.

El conjunto de polinomios con coeficientes en un anillo R y con indeterminada X, junto con su
producto y suma usual forman un anillo, que se denota por R[X]. Un anillo de polinomios que serd
conspicuo en todo este ejemplo es el de polinomios con coeficientes en los enteros, Z[X]. Ndétese
que cualquier polinomio P(X) = agX%+ ... + a1 X + ag en Z[X] induce una funcion polinomial en
cualquier anillo R consigo mismo: una funcion polinomial de la forma Pgr, definida como antes.

Ademds, si ¢ : R — S es un homomorfismo de anillos, la siguiente igualdad se cumple:
Psop=¢poPpg. (7)

No es dificil convencerse de que esto es cierto. Solamente debe tenerse en cuenta que, si n es
un entero y r € R, entonces p(nr) = np(r), y en particular, sir = 1g (el elemento unitario de R),
entonces p(nlr) = np(lg) = nlg. Abusando un poco de la notacion, se escribird nlg = n. Luego,
sir € R se sigue que

(Ps o) (r) = Ps(ep(r))
= ago(r)t+ ... + a10(r) + ag
= o(agrt+ ... + a1 + ap)
= ¢(Pg(r))
= (o Pg)(r)

La siguiente parte del ejemplo consiste en utilizar el lenguaje de las categorias.
Considérese el funtor olvidadizo

F : Rings — Sets,
en donde, si p: R — S es un homomorfismo de anillos, entonces
» F(R) y F(S) son los conjuntos subyacentes del anillo R y de S, respectivamente.

» F(p) : F(R) — F(S) es una funcidn de conjuntos con misma regla de correspondencia que
p.

En este punto se aplica el Lema de Yoneda, el cual asevera que hay tantas transformaciones
naturales entre Mor(R, —) y F como elementos en F(R), para todo anillo R. En simbolos:

[Mor(R, —), F] ~ F(R) (8)

Ahora se construye una transformacion natural F — F. Se retoma lo dicho al inicio del ejemplo:
La forma polinomial P = agX® + ... + a1 X + ag en Z[X] serd la transformacion natural, y las
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funciones polinomiales Pr serdn los morfismos componentes, para cada anillo R. En efecto, el
diagrama

F(R) 25 F(R)

F (w)l JF ()

F(S) 5 F(S),

conmuta gracias a la ecuacion (7).

Es momento de hablar de los morfismos de evaluacion. Dado cualquier anillo R, siempre puede
definirse un homomorfismo de anillos

Op, : Z[X] — R
P —  P(r).

Notese que basta con especificar cudl es el elemento de R que se corresponde con el polinomio
X para definir por completo al homomorfismo de evaluacion.
Ahora se define ® : Mor(Z[X],—) — F. Para cada anillo R, se tiene la funcion

®r : Mor(Z[X],R) — F(R)
f — f(X).

Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Se demostrard que el diagrama

Mor(Z[X], R) " F(R)

Mor(Z[X],) lf ()

Mor(Z[X],S)?]:(S)

conmuta. Sea f € Mor(Z[X], R). Luego,

(F(p) o @r)(f) = F()(f(X)) = o(f(X))-

Por otro lado,

(@50 Mor(Z[X],9)) (f) = s (po f) = (po )X) = e(f(X)),

por lo que
F(p) o p = P50 Mor(Z[X], ¢),

y entonces ® es una transformacion natural.

Una sencilla observacion es que todo homomorfismo de anillos f : Z[X] — R es un homo-
morfismo de evaluacion: f = ®p rx). Recuérdese, ademds, que basta decir cudl es la imagen de
X para que el morfismo de evaluacion quede completamente definido. Por otra parte, para ca-
da v € R existe un morfismo de evaluacion: ®r,. Con lo cual, lo que se estd probando es que
O : Mor(Z[X], R) — F(R) es una biyeccion, para todo anillo R. Por lo tanto, ® es un isomorfis-
mo natural y entonces F estd representado por Z[X].
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Asi,
F =~ Mor(Z[S],—)

y la ecuacion (8) se convierte en
F(Z[X]) ~ [Mor(Z[X], —), F],

y entonces las formas polinomiales P estdn en biyeccion con las familias de funciones polino-
miales Fr que satisfacen la ecuacion 7.

5. Objetos Universales

El Lema de Yoneda y la representabilidad de un funtor F llevan a un objeto de interés. Por
el lema débil de Yoneda se tiene que para cualquier objeto X en C y x € F(X) existe un tnica
transformacion natural 7 : Mor(—, X) — F que cumple

7x : Mor(X,X) — F(X)
1x — x

Ahora supéngase que F estd representado por A. Si eso ocurre, entonces
F(A) — Mor(A, A)

es una biyeccién, por lo tanto existe un unico a € F(A) tal que a — 14. Considérese un objeto X en
Cy xz € F(X). Nuevamente, por la representabilidad de F es sabido que existe un (tinico) morfismo
f tal que x — f € Mor(X, A). Esto dltimo se puede comprobar gracias al diagrama conmutativo

FA)sa—T9 40 Fx)

! I

Mor(A, A) > 1AMm)f € Mor(X, A)

Obsérvese que F(f)(a) = z; atin més, el morfismo f es el inico morfismo que lo cumple.

Definicion 5.1. Sea F : C — Set un funtor contravariante. Un objeto universal para F es un
par (X, x), donde X es un objeto en C y x € F(X), el cual tiene la propiedad de que para cada
objeto A de C y cada a € F(A), existe un unico morfismo f : A — X tal que (F(f))(z) = a € F(A).

Para llegar al objeto universal fue necesario suponer que el funtor estaba representado. Sin
embargo, la relacién entre objeto universal y representabilidad es més estrecha, puesto que no
existe el uno sin el otro, como se establece en la siguiente proposicién.

Proposicion 5.1. Un funtor F : CP? — Set es representable si y solo si tiene un objeto universal.

Demostracion. Ya se ha probado que representable implica la existencia de familia universal, ahora
se demuestra que la familia universal implica representabilidad. Supéngase que (A, a) es un objeto
universal para F. Se define una transformacién natural ® : 7 — Mor(—, 4), en donde, para cada
objeto X en C se tiene
¢(X) : F(X) — Mor(X,A)
T = fz,

en donde f; es tal que F(f;)(a) = x.
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Se toman X,Y objetos y h: Y — X en C y se demuestra que el diagrama

F(X) 2x, Mor (X, A)
J/}—(h) iMor(h,A)
F(Y) 25 Mor(Y, A)

es conmutativo. Sea x € F(X). Entonces
(@(Y) o F(h) () = frn)()>
en donde F(fr(n)@))(a) = F(h)(x). Por otra parte,
(Mor(h, A) o ®(X))(x) = fz 0 h.
Se observa que

F(fz o h)(a) = F(h)(F(fz)(a))
= F(h)(x),

y por la unicidad de fr@)(z), se sigue que fz o h = fr()m). En consecuencia el diagrama es con-
mutativo y @ es una transformacién natural.

Finalmente se prueba que ®x : F(X) — Mor(X, A) es una biyeccién. Considerar z,y € F(X).
Si @x(x) = ®x(y), entonces x = fy(a) = fy(a) =y, por lo tanto ®x es inyectiva.
Por otro lado, si g € Mor(X, A), entonces F(g) € Mor(F(A), F(X)) y como a € F(A), se sigue que
F(g)(a) € F(X). Luego, dx(F(9(a))) = g (gya) ¥ 9 cumple con F(gr(gym)(@) = F(9)(a), lo cual
prueba que ®x es biyectiva.

Asi, se concluye que ® es un isomorfismo natural y por consiguiente F ~ Mor(—, A). O

;,Cual es el interés en el objeto universal? Ocurre que el objeto universal funciona como una
especie de espacio de pardmetros: cualquier elemento a € F(A), para cualquier A, puede rastrearse
a través de X y z. En el siguiente ejemplo, se muestra la relevancia de dicho objeto.

Ejemplo 5.1. Este ejemplo puede encontrarse en [2], aqui lo es desarrollado un poco mds. Ademds,
se hace uso de algunos hechos topoldgicos elementales, los cuales pueden consultarse en cualquier
libro de topologia general, por ejemplo, en [7].

Considerar la categoria Top. Se define un funtor contravariante F : Top — Set que manda cada
espacio topoldgico S a la coleccion F(S) de todos sus subespacios abiertos, y dado un morfismo (i.e.
una funcion continua) f: X =Y, se tiene la funcion de conjuntos

F(f) :FY) — FX)
U — fY0).

Se equipa con la topologia mas gruesa al conjunto {0,1} en la cual el subconjunto {0} C {0,1} sea
cerrado (este espacio topoldgico es llamado espacio de Sierpinski); los subconjuntos abiertos en esta
topologia son 0, {1} y {0,1}. Obsérvese que si f : S — {0,1} es continua, entonces f~*({1}) es
abierto. Reciprocamente, si se supone que f~1({1}) es abierto en S, entonces f~1({0,1}), f~1({1})
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y f7Y{0}) son abiertos en S, por lo tanto f es continua. Luego, tenemos la equivalencia: una
funcién S — {0,1} es continua si y solo si f~1({1}) es abierto en S.

Se demuestra que el par ({0,1},{1}) es un objeto universal para este funtor. Considérese un
objeto A enTop yU € F(A) un abierto de A. Se desea probar que existe una unica funcion continua
f:+A—{0,1} con la propiedad de que

F(f) s F{0,1}) — F(A) ()
{1} — U

Se define

— {0,1}

— 1 sixelU
H

f X
x
x 0 six ¢ U,

y se observa que esta funcion cumple 9. ;Es la unica? Si se supone que existe otra funcidn f que
satisface 9. Entonces F(f)({1}) = f~'({1}) = U, que implica f(x) =1 siz € U y f(z) =0 si
x ¢ U. Por consiguiente, f = f.

Por la proposicion 5.1 (y su demostracion), es sabido que el funtor F estd representado por
{0, 1}, con ello se sabe que para todo espacio topoldgico X se tiene la biyeccion F(X) ~ Mor(X, {0,1}),
y es posible concluir que hay tantas funciones continuas X — {0,1} como abiertos en X. La idea
que debe resaltarse es que Mor(X,{0,1}) esta “parametrizando” a los abiertos de X : en primer lu-
gar, se tiene la biyeccion F(X) ~ Mor(X,{0,1}) y ademds, dado un morfismo f € Mor(X,{0,1})

se puede conocer cudl es su abierto correspondiente.

6. Conclusiones

En este trabajo se abordé el Lema de Yoneda. Para ilustrar su insercién y aplicacién en el
contexto de la teoria de categorias, se abordaron varios ejemplos interesantes, que permitieron
ilustrar los conceptos y resultados. De forma precisa se tiene lo siguiente:

= La teoria de categorias se define en términos muy generales, lo cual hace que existan ejemplos
muy variados de éstas.

= Se obtuvieron resultados muy concretos; para lograrlo tuvimos que considerar categorias y
funtores especificos: primero se puso atencién en los funtores que tuvieran como categoria
de llegada a Set. Luego, el interés cambié a aquellos que fueran naturalmente isomorfos a
Mor(, —).

= Se obtuvieron resultados especificos: que Mor(—, A) ~ Mor(—, B) implica que A ~ B, o que
un funtor es representable si y solo si, tiene un objeto universal. Se debe de mencionar que
para demostrar estos dos resultados mencionados, se empled el Lema de Yoneda (o bien, su
versién débil).

= En la demostracién de los resultados, fue posible notar que habian ciertos objetos que jugaban
un papel importante en la demostracién (especialmente, en la demostracién del Lema (débil)
de Yoneda); en los casos particulares se investigd qué informacién era posible obtenerse a
partir de ellos:
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1. En el ejemplo 3.1, el objeto de interés fue R, el cual representa al funtor olvidadizo, y se
observé que hay tantas funciones lineales R — V' como vectores hay en V' (donde V es
un R-espacio vectorial).

2. Posteriormente, en el ejemplo 4.1 la transformacién natural F — F permitia distinguir
entre forma y funcién polinomial. Adem4s, se vio que siempre es posible definir una
funcién de Z[X] en cualquier anillo R, y gracias a esto fue demostrado que el funtor
olvidadizo F esta representado por Z[X].

3. Por 1ltimo, en el ejemplo 5.1 se encontré un objeto universal y se vio de qué mane-
ra (utilizando el funtor de puntos) permitia parametrizar los abiertos de un espacio
topolodgico.

A lo largo de este escrito se ejemplificé como la teoria de categorias proporciona un lenguaje
bastante general pero que permite llegar a lo particular. Uno en el cual se puede expresar hechos
matematicos, resaltar objetos de interés y que permite, a través de resultados propios de la teoria,
obtener informacién de otras dreas de las matematicas.
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