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El presente numero del Journal of Basic Sciences esta integrado por seis contribuciones
quexdesde distintos campos de las ciencias naturales y matematicas, ponen de relieve una
caracteristica fundamental en la investigacion contemporanea que es la diversidad de
enfoquessny metodologias aplicadas en la busqueda de soluciones y respuestas ante
problematicas especificas. Aun cuando el contexto y los objetos de estudios son diversos,
desde las ciencias de la tierra hasta el analisis funcional, la fisica teérica o la teoria de
categorias, en todos ellos se comparte un interés comun: abundar en la comprensién de
los fendmenos abordados, mediante herramientas metodoldgicas rigurosas.

El primer articulo, realizado en el campo volcanico “La Reparticion”, situado al noreste de
San Luis Potosi, se enfoca en el andlisis de la distribucién de tamafio de cristales y el calculo
de los tiempos de residencia de microcristales de plagioclasa en este escenario geoldgico,
muy apropiado para el estudio de procesos magmaticos. Con los resultados obtenidos, se
enriquece la compresion de la evolucion textural de las rocas maficas y se subraya la
importancia de los estudios microestructurales para reconstruir la dinamica interna de los
sistemas volcanicos.

En la segunda contribucion, se pone de manifiesto también el interés por estudiar la
interaccion entre procesos naturales y condiciones locales, ya que se examina la
composicion mineraldgica y edafolégica de suelos en Huimanguillo y Jalpa de Méndez,
Tabasco. Mediante estudios de difraccién de rayos X y trabajo en campo, se encuentran
diferencias sustanciales en la mineralogia, las propiedades fisicas y la capacidad de
intercambio idnico de los suelos, revelando asi tanto la variabilidad intrinseca de los mismos
como la influencia de actividades antropogénicas. Con este trabajo, se ofrecen insumos
valiosos destinados a un manejo sostenible de los suelos en la region.

Las sintesis y propiedades cataliticas del 6xido de zinc se estudian en el tercer articulo de
este numero, mediante técnicas analiticas apropiadas se logré la caracterizacién de este
compuesto obtenido mediante combustion en estado sélido, ademas de que se probd su
actividad para la degradacion del 4-nitrofenol en condiciones de fotocatalisis, probandose
asi que puede ser un material promisorio para aplicarse exitosamente en el area de la
quimica ambiental.

El cuarto trabajo se incluye en el ambito de la probabilidad y el analisis, al analizar las
propiedades fundamentales del kernel de calor de Dirichlet asociado a procesos de Markov
simétricos, potencialmente discontinuos. Al demostrar una serie de caracteristicas tales
como continuidad, simetria y la ecuacion de Chapman-Kolmogorov, se fortalece la
comprension tedrica del fendmeno, ademas de hacer posible su aplicacién en ecuaciones
semilineales de reaccién-difusion no auténomas. De esta forma se entrelazan procesos
estocasticos con problemas de evolucion gobernados por operadores no locales.
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Por otro lado, se presenta en el quinto articulo una reconstruccion precisa de la deduccion
de Feynman de las ecuaciones de Maxwell. A partir de la segunda ley de Newton y de las
relaciones de Poisson en un espacio euclideo, el analisis se extiende a un marco relativista
mediante calculos tensoriales en el espacio de Minkowski. Con ello, se abunda en la
compresion de los supuestos fundamentales de la derivacién original, fortaleciendo asi la
formulacion pedagdgica del problema e integrando el principio de acoplamiento minimo con
los\desarrollos de Montesinos y Pérez-Lorenzana.

Finalmente, en la sexta contribucion de este nimero, se profundiza en conceptos centrales
de la teoria de categorias, como son la representabilidad, los objetos universales y el Lema
de Yoneda. Mediante una serie de ejemplos que abarcan areas de las matematicas como
el algebra lineal, la topologia y la teoria de anillos, se ofrece una ruta clara hacia la
comprension de estas nociones, contribuyendo asi a una difusion de ideas fundamentales
que forman parte del pensamiento matematico moderno.

En conjunto, los trabajos incluidos en este numero ilustran la riqueza interdisciplinaria de la
investigacion actual y subrayan el valor del rigor cientifico, desde sus aspectos
conceptuales hasta los metodologicos, para la generacion de conocimiento. Que estas
aportaciones sirvan de inicio para nuevas dudas e inquietudes, fomentando la interaccion
académica y estimulando el desarrollo de investigaciones futuras.
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Propiedades elementales del kernel de calor de
Dirichlet para procesos de Markov simétricos y sus
aplicaciones
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! Division Académica de Ciencias Bdsicas, Universidad Judrez Auténoma de Tabasco

*marjocel_81@hotmail.com

Resumen

En este articulo de difusién se demuestran algunas propiedades basicas del kernel de calor de
Dirichlet. En teoria de probabilidad este objeto matematico es la densidad de transicién de un pro-
ceso de Markov matado. En este trabajo se consideran procesos fuertes de Markov simétricos que
podrian ser discontinuos. Entre las propiedades elementales probadas se encuentran: la continuidad,
la simetria y la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov. Se presenta también una aplicacién importante
a la teoria de ecuaciones semilineales de tipo reaccién-difusién no auténomas con condiciones de
frontera de Dirichlet. La difusién en este caso es el generador del proceso de Markov asociado, el
cual se conoce que podria ser un operador integro-diferencial no local.

Palabras claves: Kernel de calor de Dirichlet, Proceso de Markov fuerte simétrico, densidad de
transicion de Dirichlet, tiempo de salida, proceso matado, solucion mild, explosion.

Abstract

In this diffusion article some basic properties of the Dirichlet heat kernel are demonstrated. In pro-
bability theory this mathematical object is the transition density of a killed Markov process. In this
work, symmetric strong Markov processes that could be discontinuous are considered. Among the
basic properties demonstrated are: continuity, symmetry, and the Chapman-Kolmogorov equation.
An important application to the theory of non-autonomous semilinear reaction-diffusion equations
with Dirichlet boundary conditions is also presented. Diffusion in this case is the generator of the
associated Markov process, which is known to be a non-local integro-differential operator.

Keywords: Dirichlet heat kernel, symmetric strong Markov process, Dirichlet transition density,
exit time, killed process, mild solution, blow up.

Recibido: 27 de marzo de 2025. Aceptado: 6 de noviembre de 2025. Publicado: 12 de diciembre de 2025.

1. Introduccion

En la actualidad, debido a su importancia tanto en la teoria como en las aplicaciones, hay
un gran interés en el estudio de procesos de Markov simétricos. El proceso estocédstico asociado al
operador laplaciano, por ejemplo, es un proceso de Markov simétrico llamado movimiento browniano
y ha sido usado en diferentes dreas del conocimiento cientifico (e.g. la fisica, biologia, ingenieria,
mecanica cuantica, finanzas, etc.). El movimiento browniano tiene trayectorias continuas de réapido
crecimiento sin derivada en ningin punto y ha permitido modelar sistemas con un gran nimero
de perturbaciones aleatorias. La distribucion del desplazamiento de cada particula involucrada en
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esta difusién es gaussiana; luego es posible calcular el desplazamiento promedio, asi como también
que tanto se dispersa éste del valor real, es decir, su varianza.

Ahora bien, cuando la distribucién del desplazamiento de cada particula tiene un decaimiento
asintoticamente lento, tipo polinomial, a este prototipo de difusién se le conoce en la literatura como
difusién anémala y es de especial interés en mecanica estadistica. En este movimiento anormal no
es posible, en algunos casos, calcular el desplazamiento promedio de las particulas y cuando lo es,
desafortunadamente no es posible determinar su varianza. Ejemplos que exhiben difusién anémala
son: el movimiento de particulas en flujos turbulentos, el transporte de carga en sdlidos anémalos, las
micelas disueltas, los vidrios porosos, el enfriamento por laser con retroceso secundario y la dindmica
cadtica. Es bien sabido que la difusién andémala puede ser adecuadamente descrita mediante las
trayectorias discontinuas del proceso de Lévy simétrico a-estable y su generador A, = —(—A)O‘/ 2,
a € (0,2) (laplaciano fraccionario). El lector interesado en como se hace esto y en otras areas de
aplicacién, puede consultar [1, 7, 27] y las referencias alli dadas.

También en matemadticas financieras se ha observado que, aunque los procesos a-estables pro-
porcionan mejores representaciones de datos financieros que los procesos gaussianos, los datos finan-
cieros tienden a volverse més gaussianos en una escala de tiempo mas larga. Los llamados procesos
a-estables relativistas tienen esta propiedad requerida: se comportan como procesos a-estables
en pequena escala y se comportan como el movimiento browniano a gran escala. Otros procesos
que tienen este tipo de propiedad se pueden obtener “atenuando” o “truncando” los procesos a-
estables, es decir, multiplicando las densidades de Lévy de los procesos a-estables con factores
decrecientes estrictamente positivos y completamente mondtonos. Este procedimiento genera una
clase importante de procesos, llamados procesos de Lévy simétricos a-estables truncados, que sur-
gen de manera natural en aplicaciones donde solo se permiten saltos hasta un tamano prefijado
(ver [20] y las referencias alli dadas).

Si se conoce de manera expresa la densidad de transicién p(t,x,y) de un proceso de Markov
X, entonces es evidente que el estudio de sus trayectorias es menos complicado y en consecuencia
el analisis del fenémeno asociado. Sin embargo, excepto en algunos casos especiales, obtener una
expresion explicita de p(¢, x,y) (en caso de que exista) suele ser imposible. En el campo de ecuaciones
diferenciales parciales, a la densidad de transicién p(t,z,y) se le conoce como kernel de calor. Si
L denota el generador del proceso de Markov X, se dice entonces que p(t,x,y) es la solucién
fundamental de la ecuacion del calor dyu = Lu. Por lo tanto, conocer propiedades y estimaciones
precisas de p(t,z,y) es una cuestiéon fundamental tanto en la teoria de la probabilidad como en
ecuaciones diferenciales parciales. Estos tipos de estudios se han realizado desde hace mas de un
siglo para procesos de difusién, aunque para procesos discontinuous apenas se logré comenzar en
este siglo (ver [3] y referencias dadas alli). No obstante, estudiar las propiedades y estimaciones del
kernel de calor de Dirichlet pp (¢, z,y), el cual es la solucién fundamental del problema dyu = Lu,
u|pe = 0, D dominio en R? es todavia més complicado. En teorfa de probabilidad, el kernel de
calor de Dirichlet pp(t, z,y) es la densidad de transicién asociada al proceso matado Xp. Una de
las razones por la que es tan complejo conocer sus propiedades y estimaciones, viene directamente
de la definicién de la misma, a saber

pD(thvy) :p(t7xay)_El‘{p(t_TDyX(TD)vy)vt>TD}7 t>07 ‘TuyeRda (1)

donde 7p es la primera vez que el proceso X abandona el dominio D. Nétese que al ser pp(t, z, y) una
resta, una caracteristica tan béasica como la positividad (recuerde que una densidad de transicién
es no negativa) deja de ser inmediata.

En la mayoria de los trabajos que obtienen estimaciones y propiedades de pp(t, z,y), se utilizan
estimaciones y propiedades conocidas de p(t,x,y). El objetivo de este trabajo es proporcionar
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demostraciones de propiedades elementales de pp(t,x,y) para una clase de procesos de Markov
fuertes, simétricos, continuos por la derecha y cuasi continuos por la izquierda (ver el inicio de la
Seccién 2). Cabe destacar que esta clase de procesos incluye importantes procesos de Lévy y procesos
de Feller que surgen tanto en matematica pura como en la aplicada (ver Ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3).
El resultado principal de este articulo es el Teorema 4.1 y las propiedades elementales probadas
son: la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, la continuidad y la simetria. La mayoria de trabajos
que se conocen sobre estimaciones de pp(t,x,y) (en el caso de procesos de Markov discontinuos),
dejan al lector la prueba de tales propiedades elementales e indican que es suficente guiarse de las
demostraciones para el caso gaussiano, usando las estimaciones conocidas de p(t, z,y). La referencia
estandar recomendada para esta labor es [15]. Sin embargo, consideramos que las pruebas no son tan
directas como en el caso gaussiano, ya que en este caso se utiliza la continuidad de las trayectorias
del movimiento browniano. Otra ventaja empleada en tales pruebas, es que se conoce de manera
explicita la funcion de densidad de probabilidad de transicién del movimiento browniano, la cual
es unimodal, isotrépica y uniformemente continua en R% x R? para cada t > 0. Estas bondades han
permitido obtener diferentes demostraciones de dichas propiedades basicas a lo largo de los anos.
Consideramos entonces que este trabajo de difusion atendera ese vacio frecuentemente ignorado en
la literatura y motivard a los lectores a conocer mas sobre tales procesos discontinuos. Mas atn, en
nuestra 1ltima seccién presentamos una aplicaciéon de tales propiedades a la teoria de ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas semilineales no auténomas. Cabe destacar que, en este articulo,
las demostraciones de los resultados son dadas en forma maés detallada que las presentadas en las
referencias [4, 6, 15, 16, 18, 21, 24]. En cada uno de nuestros resultados y demostraciones, donde
utilizamos alguna de las anteriores fuentes bibliogréaficas, indicamos la cita, el resultado especifico
en el cual nos basamos y su pagina. Incluso, en algunos casos, algunas ideas de tales fuentes fueron
adaptadas para poderlas aplicar en el contexto de nuestros procesos de interés.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccién 2 introducimos el proceso
de Markov con el que estaremos trabajando y presentamos algunos ejemplos. En la Seccién 3 pro-
bamos propiedades del tiempo de salida 7p. Estas propiedades son importantes ya que la densidad
de transicién pp(t,z,y) se expresa en términos de 7p (ver (1)) y las trayectorias de X podrian
tener saltos. La Seccion 4 versa sobre las propiedades elementales mencionadas anteriormente. Se
presentan demostraciones de ellas y de algunas otras propiedades. En la Secciéon 5 mostramos
una aplicacién de las propiedades de pp(t,z,y) a la solucién de una ecuacién de Cauchy de tipo
reaccién-difusién, con condiciones de frontera de Dirichlet.

En este articulo usamos la siguiente notacién: | - | es la norma euclidiana en R?, d(F,G) es la
distancia euclidiana entre F,G C R%, my(dz) = dz es la medida de Lebesgue en RY, B(D) es la
o-algebra de Borel en D, CZ(D) es el espacio de todas las funciones reales continuas de clase CP,

con soporte compacto contenido en D, p = 0,1,2,...,00 y C§(D) = CE(D); D C R? (convenimos
que CY(D) = C.(D) y CJ(D) = Cy(D)). By(z) es la bola abierta de radio r > 0 centrada en z € R,
| 1lps p € [1,00], es la norma en LP(D), D C R%

2. Proceso de Markov simétrico y ejemplos

Sea X = (Q,}",P,}},X(t),Px;t > 0,x € ]Rd) un proceso de Hunt!, es decir, X es un proceso
de Markov (temporalmente homogéneo) con las siguientes propiedades:

[H1] : X es continuo a la derecha.

'Para el lector interesado, [6] y [16] son referencias clésicas sobre este tipo de procesos. En [6] los procesos de Hunt
son llamados procesos estdndar. El libro [18] contiene en su apéndice una introduccién concisa sobre estos procesos,
ya que el objetivo de los autores es estudiar formas de Dirichlet para procesos de Markov generales.
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[Ho] © X es quasi continuo a la izquierda.
[Hs] : X tiene la propiedad fuerte de Markov.
[Hy] : X es normal, es decir, P,{X(0) =2} =1, 2 € R%,

Suponemos adicionalmente que X tiene una densidad de probabilidad de transicién p(¢, z,y) tal
que:

[p1] :  Para cada t > 0, p(t, e, ) es continua en R? x R?
2]+ p(t,2,y) = p(t,y, @), t >0, z,y € R%.
[ps]: M :=sup{p(t,x,y);t >0, |[x — y| > 6} < o0

Observe que [po] implica que X es simétrico. Dado B € B(R?) definamos la variable aleatoria
7p = inf{t > 0; X (t) ¢ B}. Vamos a suponer que la funcién de distribucién de la variable aleatoria
TB;(x) Satisface:

[F-] 2 lim sup Po{7p,) <t} =0, >0.
t}0 zeRd

La variable aleatoria 75 es el primer instante o tiempo de salida del conjunto B. Es inme-
diato que si A C B, entonces 74 < 7. Enunciamos a continuacién otras propiedades elementales.
Los resultados propuestos son conceptos técnicos frecuentemente utilizados y sus demostraciones
usualmente son omitidas en la mayoria de los textos. Cabe destacar que, en el caso de trayectorias
continuas, las demostraciones son directas. Sin embargo, dado que ese no es nuestro caso, presenta-
remos con detalle dichas pruebas. En lo que sigue 2 3 w — 6;,(w) € 2 denota el operador traslacién
que satisface X (s) o 0, (w) = X (s +t)(w), s,t > 0.

Proposicién 2.1. Sea B € B(R?).

1. 1B es terminal, es decir, si T es un tiempo de paro, entonces Tg =1 + 7 0O sobre el evento
{T < TB}.

2. Po{rp >0} =1, z € B°.
3. Si B es abierto, entonces X (1) ¢ B sobre el evento {Tp < oo}.

4. Si B es cerrado, entonces la funcion de distribucion de Tp estd dada por el siguiente limite

Po{rp > t} = lim P{X(kt/2") € Bik =1,...,2" — 1},

Demostracion. 1. Si 7 = 00, el resultado es inmediato. De la definiciéon de infimo, se tiene que
T+ pobr=inf{t >T;X(t) ¢ B} (2)

y asi, nuevamente de la definicién de infimo 75 < T 4+ 7 o Op. Para probar la igualdad
procederemos por contradiccién. En efecto, supongamos que existe w tal que 7p(w) < T'(w) +
7B © Or(w). Entonces, de la definicién de infimo, existe ¢ > 0 tal que 73(w) < t < T'(w) +
7B 0 Or(w) v X(t,w) ¢ B. Puesto que T'(w) < 7p(w), de lo anterior y (2), se obtiene que
T(w) + 78 0 O7(w) < t, lo cual es la contradiccién deseada.
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2. Si tp(w) = 0, entonces existe una sucesién decreciente (t,) tal que lim,, o0 t,, = 0, X (5, w) €
B¢. Si adicionalmente se tiene que X (0,w) = z, por [Hi] se llega a que B° 5 z = X(0,w) =
limy, 00 X (tn,w) € BC. Luego, de [Hy4] tenemos que P, {7 = 0} = P, {75 =0, X(0) = 2} = 0.

3. Usando el argumento anterior puede demostrarse que si 7p(w) < 00, entonces se tiene que
X (tp(w),w) € B¢ = B“.

4. Paracadat >0y n e Nsea Jy(n) = {jp :=Fkt/2" k=1,...,2" — 1} y sea J; := U2, Ji(n).
Entonces J; C (0,¢) y J; = [0,t]. Usando que B es cerrado y [H;], puede probarse que
{X(s) € B,s € (0,t)} = {X(j) € B,j € Ji}. Pero en general, de la definicién de infimo,
{8 >t} = {X(s) € B,s € (0,t)} y asi {7 > t} = NS> {X () € B;k =1,...,2" — 1}.
El resultado es ahora consecuencia del teorema de la convergencia mondétona (aplicado a las
funciones indicadoras de los complementos de estos eventos).

O

Presentamos a continuacién algunos ejemplos de procesos de Markov que cumplen las propie-
dades [Hi], [Ha|, [H3], [Hal, [p1], [p2], [p3] ¥ [Fr]- Junto a cada proceso dado se presenta una forma
no trivial de su generador.

Ejemplo 2.1. Sea X wun proceso de Lévy simétrico con densidad de probabilidad de transicion
que satisface [p1] y [ps]. Claramente X cumple [Hi|-[H4] y [p2]. Para verificar [Fr], sean 6 > 0,
B := Bs/a(r) y By := Bs/2(0). Nétese que de la Proposicion 2.1.4 y el hecho de que todo proceso de
Lévy es espacialmente homogéneo, se tiene que

P, {mg > 2t} = nlggopm{X(kt/zn) €Bik=1,...,2" -1}
s n e no__
= nlggo]PO{X(ktm )€Bosk=1,...,2" -1}
= PO{TBO Z 2t}.
Se sigue de esto y la Proposicion 2.1.2 que

lim sup P, {7'35 < t} < lim sup P, {TB < Zt} = 0.
t}0 zeRd tl0 zeRd

Presentamos a continuacion un ejemplo especifico.
Sea X un movimiento browniano subordinado, es decir, X (t ( ), , donde S =

t>0
(S’( )it > O) es un subordinador independiente del movimiento bmwma no W = (W )it > 0). Por
tanto, la densidad de probabilidad de transicion esta dada por

p(tz,y) = /O " (ams) 2= BLS (1) € ds).

lz—y|? , . . .
La funcion (47s) —d/26= "5 es uniformemente continua y uniformemente acotada sobre el conjunto
{(s,z,y);5 > 0,|z —y| > 0}, luego p(t,z,y) satisface [p1] y [p3]. Sea 1) el exponente de Laplace de
S, esto es

b(r) = vr + /000(1 — e ™u(dt), r >0,

donde v > 0, p es la medida de Lévy del subordinador S. Si L es el generador de X, entonces se
conoce que Lf(x) = —p(—A)f(z), z € RY, f € CX(RY) (ver [2, Teorema 3.3.15, p. 145]).

Los movimientos brownianos subordinados son la fuente de miltiples operadores usados en di-
ferentes dreas de la ciencia. Algunos de ellos son: A (laplaciano); Ay == —(—=A)*2, o € (0,2)
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(laplaciano fraccionario); me? — (m?/ e ® — 2/*A)/2 'm ¢ >0, a € (0,2) (operador Schrédinger
relativista fraccionario); Aq +Ag, 0 < B < a <2; A+ Ay, a € (0,2). El capitulo 3 de [2] es una
referencia bdsica acerca de la teoria general que involucra los operadores anteriores. Dicho capitulo
incluye informacion acerca de el laplaciano, el laplaciano fraccionario y el operador Schrodinger
relativista fraccionario; mientras que [12] y [11] contienen infomacion mds especializada acerca de
Ao+ Ag y A+ Ay, respectivamente.

En el siguiente ejemplo I'(+) denota la funciéon gamma. Recuerde que ésta se define por I'(x) :=
o0 yx—1,—t
Jo t*te7tdt, x> 0.

Ejemplo 2.2. Sea R? x R?\ {(z,z);z € RY} > (z,y) — J(z,y) € [0,00) una funcién medible y
simétrica, es decir J(x,y) = J(y, ), x,y € R%. Para cualesquiera f,g € L?(R?) definamos

E(f,g) = /Rdw [f(z) = f(W)llg(z) — g9(y)]J (2, y)dzdy,

y Dom(&) := {f € L2(R%); E(f, f) < oo}. Suponga que existe una funcion creciente (0,00) > t
P(t) € (0,00) con las siguientes propiedades:

1. Existen 1,02 >0 y c1,c2 > 0 tales que

cl<f>ﬂlgmg@<f>ﬂ2, 0<r<R (3)

Log
2./0¢(S)ds<oo.

3. Existe C > 0 de modo que

¢ < J(z,y) < ¢
=yl (e —y) =Y eyl (e —yl)

(4)

Bagjo las hipdtesis anteriores (8, Dom(E)) es una forma regular de Dirichlet en L2(R?) con kernel de
saltos J, por lo que existe un proceso de Feller conservativo X que posee una densidad de transicion
continua p(t, z,y) en (0,00) x R? x R? y ademds cumple que

Ct C —anla—y|? /D1 (1) d
|x—y|dzp(]w—y])+<1>—1(t)de le=yl*/e7 07 ¢ > 0, z,y € RY, (5)

donde ax,C' >0y &1 es la inversa de

p(t,z,y) <

r2

N 2fg@d57

(ver [3, Teorema 1.2, pdg. 2833]). El hecho de que X es conservativo garantiza que p(t,z,y) es
una densidad de probabilidad de transicion, es decir, fRd p(t,x,y)dy = 1, para toda t > 0, x €
RY. La funcidon ® es estrictamente creciente y lim, o ®(r) = 0 como puede consultarse en [3,
p. 2836]. Observe que si foooﬁds = 00, entonces de (3) se sigue que lim,_ o ®(r) = co. Si

d(r) : r>0

fooo ﬁ ds < oo, entonces es claro que el limite anterior se cumple. De esta manera limy Ol(t) =

0 y limy_,0o ®71(t) = 00. Usando estos limites, (5) y que ¥ es creciente, puede probarse que p(t,x,vy)
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satisface [ps]. Finalmente, veamos que X tiene la propiedad [Fr]. En efecto, utilizando el lado
izquierdo de (3) obtenemos que, para toda r > 0,

Ct Ct
dy = /
/BT(x)C |z =yl (|z — yl) Z Bynt1,(2)\Bany(z) |$—y|d¢(|x—y|)

Ct ng(B2n+1 (JJ)) (6)

< rdw(r) ! 9(d+p1)n
't
e(r)’
donde C" = C24P174/2 J[¢1T(1 4 d/2)(2% — 1)] . Por otra parte, observe que
C 2 —1 2
(1) = / omosle—y /202 g
Q Br(z)e @71 ()?

= / Cul—te=av" gy
r/®=1(t)

< ol

para toda v > 0. La funcion I.(-) es creciente y limyo I, (t) = 0. Las relaciones anteriores y (5)

implican que
!

C't
Sin embargo, por la Proposicion 2.1.3, X(TBé(w)) ¢ Bs(z) en el evento {Tp,(y) <t} por lo que

PoA{X(t) € Bso(x), Tpy(a) < t} < Po{X(t) & Bsjo(X (Tp5(2))) TBs (@) < t}
= Ex{IP’X (5o AKX (E = TB5(@)) & Bop2 (X (TB52)) i TBs(0) < t}

< sup P {X(s) ¢ Bs;a(2)},
z€ERD s<t

donde se ha usado [Hs) en la igualdad. Ahora [F;] es consecuencia del hecho de que

Po{7p, @) < 1} < Po{X (1) & Byja(2)} + Po{X(t) € Bsa(2), 75y(a) <t}

y la desigualdad (7).

En general, es dificil encontrar una férmula explicita para el generador de un proceso de Markov
simétrico de saltos puros, incluso si este estd asociado a una forma reqular de Dirichlet. No obstante,
esto es posible si se conocen mds propiedades del kernel de saltos J. Por ejemplo, si fRd(|x —y]2 A
1)J(z,y)dy es localmente integrable y

/ |h||J(z,x + h) — J(xz,x — h)|dh < oo,
B1(0)
entonces el generador L de X tiene la forma
Lf(x) = lim [f(2) = f@)]J(x,y) dady, «€R?, e CRY),
E Bs(x)c
ver [26, Teorema 2.2, p. 404].
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Ejemplo 2.3. Sea A(z) = (aij(x);i,j =1,... ,d) una matriz de funciones reales definidas en R?
que es uniformemente eliptica y acotada, en el sentido de que existe una constante ¢ > 1 tal que

d d
ez < ZZaij(x)zizj <clz)?, z,z€R?
i=1 j=1

y RY x RN\ {(x,2);2 € R} > (2,y) = J(x,y) € [0,00) es una funcion medible simétrica tal que
existe una funcion estrictamente creciente [0,00) 3+ (1) € [0,00), con 1 (0) =0, (1) =1, que
satisface (3) y (4). En este caso las constantes positivas 31 y B2 estdn relacionadas por 1 < o < 2.
Observamos que si ¢, := 1+ c2(2 — B2) L, entonces el lado derecho de (3) garantiza que

L 7,2
/0 ) dsgc*m, r > 0. (8)

Para cada f,g € L2(R?) definamos

1
&0 = 3 [ VIA@Te@)dr+ [ 1) - f@)lole) - o)l . p)drdy
R4 R xR?
donde Dom(€) := {f € L*(RY);E(f, f) < oo}. Luego, (£,Dom(E)) es una forma regular de Di-
richlet en L2(R?) y por tanto existe un proceso de Hunt simétrico X con funcién de densidad de
transicion continua p(t,x,y) tal que

+ ie*b‘x*ywt, t>0, z,y € RY, 9)

t7a:.7 S
oY) < g =g T

donde b > 0 y su generador L estd dada por

£ = 530 g (eu@)gt@ ) +iim [ (7@ - o)

=1 j=1 el0 Be(z)°
r € R, f e CYRY) (ver [13, Teorema 1.4, p. 557]). Los lados derechos de (3) y (4) implican que
C2

J(x,y) < [T cuando |z —y| < 1. (10)

Ademds, usando (8) y argumentando como en (6) concluimos que

sup / (lz —y* A1) J(z,y)dy < sup / |z — y|*J(z,y) dy + sup / J(z,y)dy
R4 Bl(O) .B1(0)c

zeR4 zeR4 z€R4
B 1 s !
<C ds +
0 ¥(s) ¥(1)
< Cex+C'.

De de esto y (10) se puede demostrar, en forma similar a [13, p. 563], que el proceso X es conser-
vativo. Las propiedades [ps] y [Fr] son vdlidas y su demostracion es similar a la dada en el Ejemplo
2.2 pero usando ahora la desigualdad (9).
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3. Propiedades del tiempo de salida

En esta seccién presentamos algunas propiedades importantes del tiempo de salida 75. El tiempo
de salida es una variable aleatoria que nos permitira estudiar la probabilbidad de transicién del
proceso X en algtin boreliano B. Las probabilidades de transicion en B, seran estimadas mediante la
densidad de transicion de Dirichlet, la cual, como mencionamos en nuestra introduccion, se expresa
en términos del tiempo de salida. De aqui la importancia de conocer propiedades de 75. En lo que
resta de esta seccién, suponemos que B € B(RY).

En general, si una variable aleatoria es absolutamente continua respecto a la medida de Lebes-
gue, es imposible que con probabilidad positiva tome valores en el boreliano {t}, con ¢ > 0. La
siguiente proposiciéon nos dice que 7p tiene esta propiedad y su demostracién estda basada en la
prueba del Teorema 4.7 de [24, p. 11], en el contexto gaussiano.

Proposicién 3.1. Para cadat >0 y x € R? se tiene que P,{rp =t} = 0.
Demostracion. Sean t > 0y x € R%. Supongamos valida la siguiente afirmacién:
[A] : Existe s € (0,1) tal que Po{7p = s} = 0, my-c.d.q.

Usando la Proposicién 2.1.1 puede probarse que {7p =t} = {rp >t —s,t — s+ 150 6;_s = t}.
Esto junto con [Hs] y la afirmacién [A] implican que

Po{rp =t} <Po{rBobi—s = s} = Bo{Px(—s{tB = 5}} = /dPy{TB = s}p(t — s,z,y)dy = 0.
R

Probemos entonces [A]. Dado B C R? denotamos por #B la cardinalidad de B. Recuerde que B
es finito cuando #B < Ny, donde Xy = #N. Para cada n € NU {0}, sea A,, := B,+1(0) \ B,(0).
Nétese que

Z /AnPy{TB :s}dy:sup{/AnIP)y{TB € F}dy; F C (0,t), #F < No}

s€(0,t)
<my(4,) < co.

Luego, si P, := {s € (O,t);fAn Py{tp = s}dy > 0} se sigue de [17, Proposicién 0.20, p. 11] que
#P, < Rg. Sea P :={s € (0,1); [ga Py{7B = s} dy > 0}. Usando que

/ Py{tp =s}dy = Z/ Py{Tp = s} dy,
R? n=0 An

deducimos que P = U2, P,,. Finalmente, al ser (0,t) = PU Py #P < Xy, concluimos que P° # ()
y asi [A] es verdadera. O

Dado que el tiempo de salida 75 podria ser co, una pregunta interesante es ;Bajo qué condiciones
T es finito? La respuesta a esta cuestién viene dada en el Teorema 3.1 y para su demostracién
haremos uso de la semicontinuidad inferior de la funcién R? > z +— P, {rg < t}, t > 0. Esta tltima
afirmacion es el enunciado de nuestra siguiente proposicién y su demostracién se basa en las pruebas
dadas en [4, p. 81, Proposicién 1.10], [15, p. 22, Proposicién 1.19], [16, p. 163, Proposicién 1] y [24,
p. 20, Proposicién 2.1]. Sin embargo, cabe destacar que en tales demostraciones se utiliza que, para
cada § € (0,1), la funcién R? 3 &+ E,{Px s {78 < t — 6}} es continua, lo cual es consecuencia
del hecho de que la densidad de probabilidad de transicion del movimiento browniano es conocida.
Nosotros no hacemos uso de esto, ya que bajo nuestros supuestos, no tenemos férmula explicita de

p(t,z,y).
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Proposicién 3.2. Para cadat > 0 la funcion R? 5 z +— P {rp <t} es semicontinua inferiormente.

Demostracion. Para cada 6 > 0 sean f5(x) := E.{Px {8 < t—0}} y 78(0) := d+7p00bs. Observe
que 75(6) = inf{t > 6; X(t) ¢ B}, 7g(e) es decreciente y lims o 75(0) = 7. De la definicién de fs,
la propiedad [p1] y el lema de Fatou, tenemos

fste) = | Bylrs <t = 8)p(6.a.9)dy

z—r

:/ liminf Py {7p <t —6}p(d,2,y)dy
R4 v

Z—T

< lim inf / Py{rp <t—3d}p(d, 2,y)dy
Rd
= liminf f5(2).
zZ—T

Por lo tanto cada f5 es semicontinua inferiormente. Por [H3] obtenemos que fs(x) = P,{rp(d) <
t}, por lo que fo(z) es creciente para cada z € R?. Se sigue de esto y la Proposicién 3.1 que
lims o fs(x) = Pp{mp < t} = P,{rp < t}. De aqui, el resultado se sigue por la semicontinuidad
inferior de cada fs. O

El siguiente teorema presenta dos condiciones bajo las cuales 75 es finita, casi seguramente. La
demostracién se basa en la prueba del Teorema 1.17 en [15, p. 20] y la Proposicién 2.8 en [24, p.
23].

Teorema 3.1. Considere los siguientes enunciados.

1. my(B) < oo y existe [0,00) Dt — ¢(t) € [0,00) tal que ¢((0,00)) C (0,00), Umy_00 ¢(t) = 00
y p(t,z,y) < 1/¢(t) para toda t >0, x,y € R,

2. me(B°) > 0 y p(t,z,y) >0 para toda t >0, z,y € RY.

Si cualquiera de los enunciados anteriores se cumple, entonces se tiene que

sup Ex{7p} < oc.
zERY

Demostracion. Comenzamos suponiendo que 1. es cierto. Sea ty > 0 suficientemente grande de
manera que my(B) < ¢(to) v sea k 1= my(B)/¢(ty). Entonces x € (0,1) y € R? se tiene que

P.{7B > 2to} <P, {X(to) € B} = /Bp(to,x,y) dy < (Z>(1to)/3dy = K.

Luego, la propiedad [H3] implica que para toda n € N,
P.{rs > (n+ 1)2tp} = Ex{]P’X(thO){TB > 2tg}; TR > n2t0} < kP {mB > n2ty}.

Por induccién matematica concluimos que P,{7p > n2ty} < x", n € NU{0}. Por lo tanto, para
toda z € R?,

2to
1—k’

o
E.{r5} <2t0 Y Pu{rs >n2te} =
n=0

lo cual concluye nuestra demostracion en esta primera parte.
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Supongamos ahora que 2. se cumple. Por la Proposicién 3.1 tenemos que

P{rg <1} =P, {rp <1} > / p(1/2,2,y)dy >0, para toda z € R?. (11)
Sea f € C.(B) tal que 15 < f < 1. Para cada r > 0 definamos T, := inf{t > 0; fgf(X(u)) du > r}.
Puesto que f < 1, puede verse facilmente que T, > r. Nétese que sobre {7, < oo} se cumple lo
siguiente:

[T [y f(X(u)du=r.

[T : AT =t} ={ fy f(X(w) du<r}.
[Tg] s Ly =T, +T10 9T7.-

Es bien sabido que para cualquier proceso de Markov (espacialmente homogéneo) que satisface [Hi]-
[Hy], la filtracién (Fy;t > 0) es continua a la derecha (ver por ejemplo [16, p. 75]). La propiedad
[T5] y la continuidad a la derecha de la filtraciéon (Fy;¢ > 0) implican que 7T, es un tiempo de
paro. Afirmamos que para cada r > 0 se tiene que X(7,) € Supp(f) sobre {T, < oo}, donde
Supp(f) := {x € B; f(z) # 0}. En efecto, supongamos que para alguna r > 0 se cumple que
X(T;) ¢ Supp(f). Entonces existe w y una bola abierta B, (X (T;)(w)) tal que f se anula sobre ella.
Luego, debido a [H;]| podemos fijar v > 0 suficientemente pequena de manera que f (X (o, w)) =0
sobre [T, (w), T, (w) + ). Usando esto y las propiedades [T1], [T3] se llega a que

v (w) r(w)
r</OT +AYf(X(u,cu))du:/OT f(X(w,w))du=r,

lo cual es una contradiccién. Esto prueba nuestra afirmacién. Sea ¢ := inf,cs,pps) Pe{75 < 1}. De
la Proposicién 3.2 se sigue que existe zg € R? tal que § = P,,{7p < 1}. Més atin, (11) implica que
d > 0. Utilizando [H3], [T3], el hecho de que T, > r y que X(T;) € Supp(f) en el evento {T, < 75},
concluimos que

P AT 1 < 7B} = Ex{PX(TT){Tl <tphT, < TB} <(1-0)P AT, <78}, T7>0,2¢€ R,

Por induccién matemética se obtiene que P,{T,, < 753} < (1 —6)"!, n € N. Luego, puesto que
1(0,7’3/2] (t)lBC (X(t)) = 07 1B < f y [T2]7

IEI{%B} < ]EZ,{/TB F(X(@) dt} < ipx{/m F(X()dt > n} <1 +§:]P’x{Tn < 5},
0 — 0

n=1

Por lo tanto E.{rp} < 2(1 + 6~!) para toda z € R%. Esto tltimo concluye la prueba de este
teorema. O

El movimiento browniano y el proceso simétrico a-estable son ejemplos de procesos de Markov
cuyas respectivas funciones de densidad de probabilidad cumplen ambas condiciones del Teorema
3.1. En efecto, en el caso del movimiento browniano se conoce que

1 _le—yl?

a2t

por lo que ambas condiciones del Teorema 3.1 se cumplen. Para el proceso simétrico a-estable, ver
el Teorema 2.1 en [14, p. 208], incisos (1) y (5). Los procesos de Markov en los Ejemplos 2.2 y 2.3
satisfacen la segunda condicion del Teorema 3.1 sobre cualquier boreliano acotado B. En efecto,
para el Ejemplo 2.2 ver [3, Teorema 1.2, p. 2833] y para el Ejemplo 2.3 ver [13, Teorema 1.4, p.
557].

p(t,z,y) = z,y € RY >0,
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4. Propiedades de la densidad de transicién de Dirichlet

En esta seccién contruimos una densidad de transicién pp (¢, z, y) para el proceso matado asocia-
do a X y presentamos algunas de sus propiedades. Como veremos en la préoxima seccién, pp(t, z,y)
es el kernel de calor de Dirichlet y por esta razon es conocido también en la literatura como densidad
de transicién de Dirichlet. En esta seccién suponemos que D € B(R?).

Definamos r(t,2,y) := Eo{p(t — 7p, X (D), y);t > 7p}, t > 0, z,y e R y

po(t,z,y) = p(t,2,y) —r(t,x,y), t>0,z,y€R% (12)

Observe que si B € B(D), por el teorema de Tonelli, [H3] y la Proposicién 3.1, se tiene que

/Bpp(t, r,y) dy = P {X (1) € B} — Eo{Px(rp) {X(t —7p) € B}t > 7p)

=P, {X(t) € B} - P, {X(t) € B,t > 1p}
=P, {X(t) € B,t<7p}.

Por lo tanto, si definimos el proceso matado Xp = (Xp(t);¢ > 0) mediante

L X(t), t<7’D7
Xpt) = {Ta t > 7p,

donde 1 es un valor fijo, entonces hemos probado que pp(t,x,y) es una densidad de transicién para
el proceso matado Xp. Al punto fijo t se le denomina punto cementerio.

La densidad de transicién pp(t, z,y) hereda algunas propiedades de la densidad de probabilidad
p(t,x,y). Antes de mostrar dichas propiedades probaremos tres lemas. El primero (Lema 4.1) es
un resultado preliminar que nos ayudara a probar la continuidad de las trazas pp(t,z,e), t > 0,
x € Dy pp(t,e,y),t >0,y € D, sobre D. Como veremos en el Teorema 4.1, lo anterior tendrd
como consecuencia la continuidad de pp(t,e,e) sobre D x D, para cada t > 0.

Lema 4.1. Supongamos que D abierto y sea t > 0.
1. Para cada x € R?, r(t,x,e) es continua en D.

2. Sea h(s,x,y) = B {r(t —s,X(s),3)}, 0 < s < t, x,y € R%. Entonces, para cada s € (0,1),
y € D, h(s,e,y) es continua en RY. Mds aiin, si K C D es compacto, entonces

lim sup [pp(t. 2,y) — h(s,z,y) = 0, y € D.
sl0 zeK

Demostracién. Puesto que D es abierto, para cada y € D existe ¢, suficientemente pequeno de

manera que B, (y) € D. Definamos §, := d(DC, B, (y)) Luego, cada §, es positivo debido a que
D¢ es cerrado.

1. Sea (yy,) una sucesién en D que converge a y. De la Proposicién 2.1.3 se sigue que la sucesién
de variables aleatorias (p(t —1p, X(7D), yn) 1 {t>TD}) estd acotada por My, /o para n suficien-
temente grande. Debido a [ps], es claro que Ms, /o < oo. Por el teorema de la convergencia
dominada y [p1], tenemos que lim,,_,oo 7(t, x, yn) = 7(t, z,y) lo cual prueba nuestra afirmacién.
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2. Sea (z,,) una sucesién en R? que converge a = € R Usando que y € D, la Proposicién 2.1.3
y [p3], concluimos que

p(t — TD,X(TD),y)1{8>TD} < Ms;, < oo, para toda x € Rey t > s. (13)
2

Luego, de la definicién de r(¢,z,y),
]h(s,xn,y) - h(87377y)’ < / T(t - s,z,y)|p(3,xn,z) —p(s,x,z)] dz
Rd

<My [ Ip(s,,2) — plos . )]
R

2

Pero [pap(t,xn,2)dz = [pap(t,z,2)dz = 1y p(s,z,,y), p(s,2,y) son no negativas, para
toda n, por lo que el lema de Scheffé implica que el lado derecho de la 1ltima desigualdad
converge a cero cuando n — oo. Esto prueba la primera parte de 2.

Ahora, seant >0,y € Dy s € (0,t). De la propiedad [Hs] y (13) se sigue que

lpp(t,z,y) — h(s,z,y)| = ‘Ex{p(t — TD,X(TD),y);s > TD}
+EI{EX(S){p(t —s— TD,X(TD),y);t — s> TD};t >Tp > s}
—h(s,w,y)‘
§Ez{p(t—TD,X(TD),y);32TD}
—i—Ez{EX(S){p(t —5— TD,X(TD),y);t — 8> TD};S > TD}
<2M;,P{s > 1p}.
2

Sean K un subconjunto compacto de D y § := d(D¢ K) > 0. Claramente para toda z € K
se cumple que Bs(z) C D. Por lo tanto

sup |pp(t, x,y) — h(s,z,y)| < 2Ms, sup Po{rp,@) < s}.
xeK 2 zeK

El resultado ahora es consecuencia de [F].

La demostracién de Lema 4.1.2 se basa en la prueba del Teorema 2.4 en [21, p. 142].
El siguiente lema es crucial en la demostraciéon de que para cada t > 0, pp(t, e, ®) es simétrica

y su demostracién se fundamenta en las pruebas de los siguientes resultados: [15, p. 33, Teorema
2.4], [4, p. 122, Proposicién 4.1], [18, p. 153, Lema 4.1.3], [24, p. 36, Teorema 4.3].

Lema 4.2. Sean B,C € B(D) con D cerrado. Entonces

/]P’I{X(t)EB,thD}d:U:/IP’m{X(t)GC,tSTD}dx,
C B

para toda t > 0.

https://revistajobs.ujat.mx 41


https://revistajobs.ujat.mx

Ceballos-Lira et al. Journal of Basic Sciences vol. 11(32), p. 29-51 , septiembre—diciembre 2025

Demostracion. En la prueba de la Proposicion 2.1.4 se observd que el hecho de que D es cerrado
implica que {t < 7p} = NS {X (k) € D;jr = kt/2", k = 1,...,2" — 1}. Luego, al ser p(t,z,y)
una densidad de probabilidad de transicion se tiene que

/PI{X(t) € B,t <7pldx
C

= lim [ Py {X(j1) € D, X(j2) € D,..., X(j2n) € B} dxg

n—oo
271
= lim 10(.220) |:/ / PN / Hp(jk — jk—17 xk_l,:vk) d:L'Qn . d.l‘g d:Cl dx(]
n=oo Jp DJD B

k=1

2n
= lim //// 10(560)Hp(t/2”,xk_1,azk)13(x2n)da:Qn...dxgdxldxo
n—=oJpJpJD D Pt}

271,
= lim //// lB<$2n)Hp(t/Qn,xzn,k,mgn_(k,_l))lc(l'o)dm'()d.%'ldwg...dxgn.
n—JpJpJD D el

Usando el cambio de variables y; = xon_, k = 0,1,2,...,2" y la propiedad [p2] obtenemos que

/IP’I{X(t) € Byt < rp}da
C
277.
= lim / / / / (o) [ [ p(t/2", -1, yi) 1o (yan) dyan .. . dyz dyr dyo
n—JpJpJD D hel

2’rL
= lim [ 1p(yo) [/ / / 1T 20k = dr—1, vk—1, yx) dyan ... Ay dys | dyo
n—=ooJp DJD C iy

— lim [ P, {X(j1) € D,X(j2) € D,..., X (jon) € C}dyo

n—o0 B
:/ P,{X(t) € C,t < rp} duz.
B

Esto conluye nuestra prueba. O

El siguiente resultado serd sustancial en la prueba de la propiedad de Chapman-Kolmogorov.

Lema 4.3. Para cualesquiera s,t > 0, z € R y D C R%, la funcidn po(s,x,z)p(t,z,o)dz es
continua en RY.

Demostracion. Sean y € R y (y,,) una sucesién que converge a y. Definamos, para cada z € R? y
n €N, f(Z) = 1D(2)p(83 €T, z)p(t, 2, y)a fn(z) = 1D(2)p(83 €T, z)p(t, 2, yn)v g(z) = p(S, Ly Z)p(ta Zs y)7
gn(2) = p(s,z,2)p(t, z,yn). Notese que f < g, fn < gn para toda n y por la propiedad de
Chapman-Kolmogorov de p(t,z,y) se sigue que [pqg(2)dz = p(s +t,2,y) < 00y [pagn(z)dz =
p(s +t,x,y,) < oo para toda n. Pero de la propiedad [p1] obtenemos que lim, o0 fn(z) = f(2) v
lim,, oo fRd gn(z)dz = fRd g(z) dz. La afirmacion es ahora consecuencia del teorema de la conver-
gencia dominada generalizado (ver [28, p. 74, Lema 6.3]). O

Nuestro préximo teorema es el principal resultado de esta seccién y usamos la siguiente notacién:
dado un subconjunto abierto D de RY, 6p(z) = d(x, D°) para cada z € R% La demostracién esté
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basada en las pruebas de los siguientes resultados: [15, p. 33, Teorema 2.4], [24, p. 36, Teorema
4.3], [21, p. 141, Teorema 2.4]

Teorema 4.1. Sean D C R? un abierto y pp(t,z,y) dada por (12). La densidad de transicion
pp(t,z,y) tiene las siguientes propiedades:

1. pp(t,z,y) tiene la propiedad de Chapman-Kolmogorov.

2. Para toda t >0, pp(t,e,e) es continua en D x D.

3. pp(t,z,y) =pp(t,y,x), t >0, x,y € D.

Demostracion. 1. Del Lema 4.1.1 y [p1] se sigue que para cada t > 0 y z € R? la funcién
pp(t,z,e) es continua en D y asi pp(t,z,y) > 0 para todat > 0, » € R? y y € D debi-
do a que cada pp(t,z,e) es una densidad de transicién. Luego, 0 < pp(s,x, 2)pp(t, z,y) <
p(s,z, 2)p(t, z,y), s,t >0,z € R y, 2 € D. Usando esto, el Lema 4.3 y el teorema de la con-
vergencia dominada generalizado, puede probarse que [, pp(s,, z)pp(t, z,e)dz es continua
en D, para s,t > 0y z € R% El argumento es similar al de la prueba del Lema 4.3 por lo
que se omite. Por lo tanto, para probar la propiedad de Chapman-Kolmogorov, es suficiente
demostrar que para cada s,t >0y x,y € D se tiene que

pD(s+t,:c,o):/pD(s,:c,z)pD(t,z,o)dz, mye-c.d. (14)
D

En efecto, sean A € B(D) y s,t > 0. De la propiedad terminal (ver Proposicién 2.1.1) de mp
tenemos que {s +t < 7p} = {s < 7p,t < 7p o O5}. Luego, por la propiedad [Hs| se deduce
que
/pp(s+t,:c,y)dy =P {X(s+t)c A,s+t<7p}
A
= Ex{PX(S){X(t) € A,t < TD};S < TD}

= / P.{X(t) € At <7p}pp(s,z,z)dz
D

= / |:/ pD(sa Zz, Z)pD(tv Z>y) dz dy
Al/D
De la arbitrariedad de A € B(D), se sigue (14).

2. Comenzamos mostrando que pp(t, e, y) es continua en D para cadat >0y y € D. Sea (x,)
una sucesiéon en D que converge a x € D. Puesto que D es abierto, podemos elegir K C D
compacto tal que x,z, € K para toda n € N. Sea s € (0,¢). Por tanto, si h(s,z,y) es la
funcién del Lema 4.1.2, tenemos que

‘pD(taxnay) —pD(t,x,y)! S |pD(t,xn,y) - h(s,mn,y)\ =+ \pD(t,a:,y) - h(37x7y)’
+ |h(s¢$my) - h(57$7y)|

<2 SU‘E |pD(t7$7y) - h(S,CL’,y)| + |h(8,3§‘n,y) - h(s,x,y)|.
s

Luego, del Lema 4.1.2 se sigue que

limsup [pp(t, zn,y) — pp(t, 2, y)| < 2 sup lpp(t, 2, y) — h(s,z,y)|.
xre

n—oo
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Asi, la continuidad de pp(t, e, y) se sigue del Lema 4.1.2 haciendo s | 0. Ahora, debido a que,
como se demostrd en 1., pp(t,x,e) también es continua, entonces pp(t,e, e) es continua, ya
que por la propiedad de Chapman-Kolmogorov (parte 1. de este teorema),

pD(t,m,y):/DpD(t/2,:c,z)pD(t/z,z,y)dz.

3. Puesto que D es abierto, podemos escribir que D¢ = {z;dp(xz) = 0}. Definamos la sucesién
creciente de conjuntos D,, := {x;6p(z) > n~!} y consideremos las sucesiones de tiempos de
paro (7ps) v (7p,, ). Claramente (7pe) y (7p,,) son sucesiones crecientes tales que 7ps < 7p, <
Tp para toda n. Afirmamos que

lim D, = TD, P,-cs, x € D. (15)

n—oo
Para ver esto, es suficiente mostrar que limy, oo Tpe = 7p, Py-c.8, 2 € D. Sea T := limy, 00 Tpe -
Puesto que 7 < 7p, (15) es inmediato sobre el evento {7 = oo}. Debido a que 7 = sup,, 7ps,
de la Proposicién 2.1.8 se sigue que X(7pe) ¢ Dj, en el evento {T < oo}. Usando [Hy],
la continuidad de dp(e) y lo anterior, deducimos que dp (X (?)) = lim,,—yo0 0D (X (TD%)) <
lim, oo™ ! = 0, y asi X(7) ¢ D en el evento {T < oco}. Este hecho y la propiedad [Hy]
prueban que 7 > 0, P,-c.s, x € D y consecuentemente 7p < 7 en {7 < oo}. Esto tltimo
concluye la prueba de (15). Utilizando ahora (15), el teorema de la convergencia mondtona,
la Proposicién 3.1 y el Lema 4.2 obtenemos que, para cualesquiera B,C € B(D),

//pD(t,$,y)d$dy:/P${X(t)€B,t<TD}dﬂ?
BJC C

= lim [ P,{X(¢t) € B,t <7p,}dz

n—oo C

= lim [ P{X(¢) € B,t<7p,}dz

n—oo C

= lim [ P,{X(t)eC,t<mp, }dx

n—oo B

= lim | P,{X(t) e C,t<7p,}dy

n—oo B

= / P {X(t) e C,t <7p}tdy
B

:/ /pD(t,y,w) dady.
BJC

Por lo tanto pp(t, z,y) = pp(t,y, x), me@my-c.d.q. La continuidad de cada pp(t, e, e) implica
nuestro resultado.
O]

Puesto que 7p es un tiempo de paro y la filtracién es continua a la derecha (ver [16, p. 75]), la ley
cero-uno de Blumenthal nos dice que P,{7p = 0} € {0,1} para toda = € R%. Se dice que un punto
r € R? es regular para D¢ cuando P,{rp = 0} = 1. El conjunto de todos los puntos regulares a
D¢ es denotado por (D°)". Por tanto (D°)" = {z € R%;P,{rp = 0} = 1}. Puede demostrarse que
(D€)° C (D€)" C D¢ (ver [6, p. 62]). Se dice que el conjunto D es regular si 0D C (D€)". Asi, en
un conjunto regular, el proceso X abandona el conjunto D inmediatamente después del tiempo de
salida, siempre que inicie su movimiento en cualquier punto de la frontera.
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Suponga que D es un conjunto regular abierto. De la propiedad [Hy] se deduce que P,{X(0) €
A} = 14(z) para toda A € B(R?) y z € R?. Luego, si # € (D)", entonces

r(t, 2, y) = E{p(t, X(0),y)} = p(t,z,y), t>0,y€R%

Pero D¢ es cerrado, por lo que D¢ = (D€)°U 9D C (D))" U9D = (D)". La igualdad anterior y el
Teorema 4.1.8 implican que pp(t, z,y) se puede escribir de la siguiente manera:

p(t,ﬁ?,y)*T(t,IE,y), CL',yED,

t? ) = 3
po(t,,y) {0, x ¢ Do bieny ¢ D.

Los conjuntos regulares son importantes en teoria del potencial. Por ejemplo, se conoce que si
D es un dominio regular y f € Cy(D), entonces la funcién u(x) = Em{ f (X (TD)) }, x € D, resuelve
el problema de Dirichlet en el dominio D, es decir, u es arménica en D, continua en D y ulgp = f.
La solucién v puede interpretarse como el potencial electrostatico en D cuando el potencial en la
frontera esta dado por f ([19, p. 474]).

5. Una aplicacién a la teoria general de ecuaciones diferenciales
parciales

En esta seccién, presentamos una aplicacién analitica de la densidad de transicién de Dirichlet
y sus propiedades, a la teoria de ecuaciones diferenciales parciales .

Muchos procesos de reaccién-difusién se pueden modelar matematicamente mediante ecuaciones
parabdlicas. La importancia de dichos modelos radica en que presentan una relacién matematica
entre la tasa de variacién temporal y la tasa de variaciéon espacial de alguna magnitud fisica o
quimica dependiendo del fenémeno. Un ejemplo de tales modelos es el siguiente:

((;:;(t,x) = k(t)Au(t, z) + h(t)R(u(t,z)), t>0,z€ D,

u(0,2) = f(x), z€D,u|p=0,

(16)

donde D es un domino acotado de R, [0,00) 3 t +— k(t) € [0,00), [0,00) >t~ h(t) € [0,00) son
continuas, [0,00) 3 u — R(u) € [0,00) es localmente Lipchitz, A es un operador de difusién y la
condicién inicial f € Dom(.A) es no negativa.

Por ejemplo, cuando k(t) = k > 0, A = A|p y h = 0, el problema anterior se tranforma
en el problema lineal cldsico del calor con condicién de frontera. Un modelo no lineal y quizas
poco conocido entre lectores mateméticos, es el modelo de Frank-Kamenetzky (adimensional), es
decir, cuando k(t) = 1, A = Alp, h(t) =0 > 0, R(u) = e y f = 0. La constante adimensional
(lamada constante de Frank-Kamenetzky) es importante porque depende de muchos pardmetros,
por ejemplo, la densidad del material y su difusividad térmica. El modelo de Frank-Kamenetzky
describe como evoluciona con el tiempo la temperatura de un material combustible, que fue sometido
a un proceso de ignicién inicial y cuya temperatura externa es constante. Para més detalles ver [5]
y las referencias alli dadas. Sin embargo, este operador de difusién podria ser mas general como
hemos visto en los Ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3.

De la teoria de semigrupos se conoce que la solucién u del problema de Cauchy (16), puede ser
expresada en términos del sistema de evolucién asociado al generador no auténomo k(t).A. Veremos
a continuacién como la densidad de transicién de Dirichlet pp (¢, z, y) permite construir este sistema

https://revistajobs.ujat.mx 45


https://revistajobs.ujat.mx

Ceballos-Lira et al. Journal of Basic Sciences vol. 11(32), p. 29-51 , septiembre—diciembre 2025

de evolucién. Por esta razén, en la literatura de ecuaciones diferenciales parciales, se conoce a la
densidad de transicién de Dirichlet pp (¢, x,y) como kernel de calor de Dirichlet.

En lo que sigue suponemos que D es abierto, Dom(A) C L%(D) y denotamos por (f,g) a la
integral [, f(z)g(z) dz. Recuerde que L?(D) es un espacio de Hilbert respecto al producto interno

(o,0).

Para cada f € L*>°(D), definamos
Spf(e) = [ fwpn(t..9)dy. t>0.0€D
D

y sea Sp(0)f(z) := f(z), z € D. La familia de operadores (Sp(t);¢ > 0) forma un semigrupo
fuertemente continuo en L?(D). Sin embargo, para demostrar esto, acorde con el Lema 1.4.3 en [18,
p. 30], necesitamos el siguiente resultado preliminar.

Lema 5.1. Para cada f € C.(D) se tiene que limy o Sp(t)f(xz) = f(x), z € D.

Demostracion. Es bien conocido que toda funcién en C.(D) es uniformemente continua, por lo que,
si wy(d) = sup{|f(z) — f(y)];|r —y| <}, entonces limsgwy(d) = 0. Sean 6 > 0y x € D. Nétese
que

1Sp(6)/(2) — F(@)] = |Sp()f (@) — F@)Palt < 70} + F(2)Bal{t < 70} — [(2)]
/ F@) — F@)lpp(t.2.9) dy + | FlocPa{rp < 1}

< wp(0) + 2HfHooEx{1(—5,6)C(X(t) — X(0)); X(0) = a}
+ [|fllocPe{7D <1},

donde hemos usado [Hy] en la ultima desigualdad. Debido a la propiedad [H;] y a la Proposicién
2.1.2 se sigue que

ltmsup [Sp(6)f(2) — f(x)] < wy(6).
tl0

Haciendo § | 0 se obtiene la prueba de este lema. O

Teorema 5.1. La familia de operadores (SD(t);t > O) forma un semigrupo auto-adjunto de con-
tracciones fuertemente continuo en L2(D).

Demostracion. Veamos primero que (SD (t);t > 0) tiene la propiedad de semigrupo. En efecto, sean
f €L3D)y s,t>0. Usando la propiedad de Chapman-Kolmogorov (ver Teorema 4.1.1)

Sp(s+1)f /f [/ppswz)pD(tzu)dz]du

:/ [/ f(u)(t,z,u)du]pp(s,:ﬁ,z)dz

/ Sp(t)f(z)pp(s,x,z)dz
= Sp(s)Sp(t) f(z),
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lo cual muestra nuestra afirmacién. Probamos ahora que cada Sp(t) es auto-adjunto. Sean f, g €
L%(D) y t > 0. Entonces aplicando el Teorema 4.1.3, se sigue que

sor.a) = [ [ [ e an]oe i
Z/Df(y) UDg(w)pD(t,y,x)dfc} dy

= (f,Sp(t)g).

A continuacién mostramos que cada Sp(t) es un operador de contraccién en L?(D). Hemos visto
que cada pp(t,x,e) es una densidad de transiciéon. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
con respecto a la medida pp(¢,x,y) dy, el hecho de que cada Sp(t) es un operador auto-adjunto,
la propiedad de semigrupo y que pp(t,z,y) < p(t,z,y) obtenemos que

1Sp(8) fll2 < v/ (Sp(t)1 SD( )12
=V(Sp®)Sp(t)L,|f?)
<SD(2t)1v‘f| )
<[ fll2

como se afirmaba. Finalmente mostramos que (Sp(t);¢ > 0) es fuertemente continuo en L?(D). Lo
anterior es consecuencia inmediata de [18, p. 30, Lema 1.4.3] y el hecho de que C.(D) es denso en
L2(D). Sin embargo, presentaremos con detalle la prueba de esta afirmacién. En efecto, puesto que
cada Sp(t) es una contraccién en L2(D), se tiene que

1Sp(t)f — fII3 < 21 £I5 = 2(Sp(®)f. f), f€L*D).

Se sigue de esto, el Lema 5.1 y el teorema de la convergencia dominada que

li |Sp(6)f ~ f2 =0, f € C(D). (17)

Sea f € L2(D). Debido a la densidad de C..(D) en L?(D), para cada ¢ > 0 podemos fijar f. € C.(D)
tal que || f — f-||2 < £/2. Usando nuevamente que cada Sp(t) es una contraccién en L2(D) se deduce
que ||Sp(t)f — flla < e+ |Sp(t)fe — fell2- Luego, de (17) concluimos que

ltmsup [Sp(t)f - fll2 < e.
t10

La arbitrariedad de £ > 0 muestra el resultado y consecuentemente finaliza la demostracién. O

Veamos ahora como el semigrupo permite obtener una expresién de la solucién u de (16).
Para esta parte es suficiente tener presente las propiedades béasicas de semlgrupos de operado-
res y sus generadores (ver por ejemplo [25, Capitulo 1]). Sean K(t,s) := f k(r)dr, t,s > 0y
U(t,s)f:=S(K(t,s))f, f € L®(D). Del Teorema 5.1, es inmediato que (Up(¢, 3) t > 5>0) esun
sistema de evolucién (ver [25, Definicién 5.3, p. 129]) de contracciones en L2(D). Es fécil ver que si
v € Dom(A), donde A es el generador inifinitesimal (Sp(t);¢ > 0), entonces

%UD(t, s)v(t,x) = k(t)AUp(t, s)v(t, z)

;SUD(t $)o(s,x) = —Up(t, s)k(s) Av(s, ). (18)
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Sea u una solucién (clésica) de (16) y sea v(t,z) := Up(t, s)u(s,x), s € [0,t], x € D. Luego,

u(t,x) = Up(t,0)f(x) + v(t, z) — v(0,z)

=Up(t,0)f / s (s,z)ds
— Up(t,0)f(x) + /0 [ Un(t, $)k(s) Au(s, ) + Un(t,5) o (s, )] ds.

donde hemos usado (18) en la tltima igualdad. Puesto que u satisface (16) concluimos de lo anterior
que u satisface la ecuacion integral

u(t,z) = Up(t,0)f(x) + /Ot h(s)Up(t,s)R(u(s,z))ds, ¢>0,z€ D. (19)

Cualquier solucién de la ecuacion integral (19) se le llama solucién mild de (16). Nétese que si
pp(s,z,t,y) :=pp (K(t, s),az,y), t>s>0,z,y € R? entonces (19) queda expresada de la siguiente
manera:

u(t, x) /f stxtydy—i—// sy))pD(sa:ty)dyds t>0,xz€D.

Por tanto conocer propiedades y estimaciones del kernel de calor de Dirichlet pp(t,x,y), permite
entender el comportamiento de la solucién mild.

La importancia de la soluciéon mild radica en que ha permitido obtener descripciones cualitita-
tivas del comportamiento asintético de la solucién u del modelo (16). Por ejemplo, se conoce que
la solucién u del problema (16) podria manifestar el fenémeno de explosién en tiempo finito,
el cual se presenta cuando el valor de la solucién diverge a infinito tras un cierto intervalo de
existencia. Especificamente, se dice que u explota en un tiempo finito ¢, > 0 si

i fu(t. ) o = 0.
En caso contrario se dice que u no explota en tiempo finito o que esta globalmente definida.
Determinar bajo que condiciones ocurre este fenémeno se llama estudio de la explosiéon. Como
hemos visto, toda solucién (clasica) de (16), es una solucién mild. Luego, realizar un estudio de
la explosion de la solucién mild implica determinar bajo que condiciones ocurre o no ocurre la
explosion en tiempo finito de la solucién de (16). Esta idea ha sido explotada desde hace anos por
diferentes autores como puede ser consultado en [8, 9, 10, 22, 23| y las referencias dadas en dichos
trabajos.

6. Conclusiones

En este trabajo se han presentado demostraciones de propiedades elementales del kernel de calor
de Dirichlet para una clase bastante general de procesos de Markov simétricos. Como fue expuesto
en los ejemplos, esta clase incluye procesos cuyos generadores asociados surgen en varios modelos
matematicos. El estudio del comportamiento asintético de soluciones de modelos con condiciones
de frontera de Dirichlet de la forma (16), depende del conocimiento de las propiedades del kernel
de calor de Dirichlet, el cual posee una forma general no trivial (véase (12)).

En la actualidad no existen muchas fuentes bibliograficas que presenten demostraciones detalla-
das de las propiedades basicas del kernel de calor de Dirichlet para procesos de Markov simétricos

https://revistajobs.ujat.mx 48


https://revistajobs.ujat.mx

Ceballos-Lira et al. Journal of Basic Sciences vol. 11(32), p. 29-51 , septiembre—diciembre 2025

discontinuos y las que existen se basan en estimaciones del kernel de calor del proceso de Markov
simétrico dado. De aqui, la importancia de la difusién de tales pruebas, ya que también demues-
tran la trascendecia de las técnicas probabilistas en el estudio de un objeto matemético con tal
generalidad.
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